Vektorok

A fizika numerikus modszerei |. 535:
mf1n1a06- mf1n2a06 ::0
Csabai Istvan | @
Octave: alapok
Bt Wineats

ans = 4
Valasz elrejtése

e octave:##> 242;
octave:##>

o + -/ * ()
e Hatvanyozas: ~ (Magyar billentylizeten: Alt Gr 3)
Program futas megszalitasa: Ctrl-C
Kilépés: quit
Help lapozas, kilépés: space, g
Fuggvények:
o exp(l)
ans

e 1.2
ans

2.7183
sin(40*pi/180 + log(2.472))
0.76618

sl




uu L4 0000
Fuggvények
[ X
[ X )
(]
cos Cosine of an angle (in radians)
sin Sine of an angle (in radians)
tan Tangent of an angle (in radians)
exp Exponential function (e*)
log Natural logarithm (NB this is log,, not logg)
logl0 Logarithm to base 10
sinh  Hyperbolic sine
cosh  Hyperholic cosine
tanh  Hyperbolic tangent
acos  Inverse cosine
acosh Inverse hyperbolic cosine
asin  Inverse sine
asinh Inverse hyperbolic sine
atan Inverse tangent
atan2 Two-argument form of inverse tangent
atanh Inverse hyperbolic tangent
abs Absolute value
sign  Sign of the number (—1 or +1)
round Round to the nearest integer
floor Round down (towards minus infinity)
ceil  Round up (towards plus infinity)
fix Round towards zero
rem Remainder after integer division
000
Konstansok
0000
[ X
[ X )
[

e Foglalt valtozonevek: utasitasok, fiiggvények

e Konstansok:

o Imaginarius egység: i , J

octave:1> j*j
ans = -1

o [I:pi

e e ,természetes logaritmus alapja: e




Skalar valtozok (szamok) HE
:.
e Valtozok definialasa:
octave:##> deg = pi/180
deg =0.017453
e Valtozok hasznalata:
octave:##> 1.2 * sin(40*deg + log(2.4"2))
ans =0.76618
e EI6z6 eredmény felhasznalasa:
octave:28> x = 2 * ans
x = 1.5324
e Nem kell deklaralni a valtozékat mint pl. C++ -ban, minden
valtozo ,double”
e Pl C nyelven igy nézne ki:
e double deg, pi;
pi=3.1414;
deg =pi/ 180.0;
: . s . T
A valtozok felulirhatoak HE
( X J
o

e Vigyazat! A konstansok felllirhatéak:
octave:13> e
e = 2.7183
octave:14> log(e)
ans = 1
octave:15> e=132.6
e = 132.60
octave:16> log(e)
ans = 4.8873

e SOt a fuggveények is felulirhatdak!!
octave:17> sin(pi)
ans = 1.2246e-16
octave:18> sin=12.5
sin = 12.500
octave:19> sin(pi)

error: expecting integer index, found 3.141593
error: Array::Array (const Arrayé&, const

dim vectoré&) : dimension mismatch




Valtozok torlése

e octave:22> clear sin
octave:23> sin(pi)
ans = 1.2246e-16
octave:24> log(e)
ans = 4.8873
octave:25> clear all
octave:26> log(e)
ans = 1

e Lehetbleg ne irjuk felil a clear utasitast!

Vektorok és matrixok az
octave-ban

e Az octave a valtozokat matrixnak tekinti

(adattipusok)
e Skalar értékek: 1x7 matrix
e Vektorok: 1xN (vagy Nx17) matrix

e Vektorok, matrixok: mas értelemben

hasznaljuk mint fizikaban

1 és tobb indexes tombok
adattablak




Fizikai vektorok és vektorterek |3:::

P N

Vektorok

* A vektorokkal
muiveletek végezhetbek

*A vektorok koordinata
rendszerben
abrazolhatdéak szam-
harmasokként

F:{13, 18, 7}
F2:{1, 18, 4}




Vektor

e Fizika: 2 dimenzids, 3 dimenzids vektor

e Programok: 1 soros/oszlopos matrix (tomb)

e N dimenzids vektor: adatsor

RA=186.18278, DEC=—0.34586, MJD=52000, Flote= 288, Fiber= 37
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., z= 01584 +/— 0.0001 (].00), Galoxy |

Viavelength [£]

Vekotorok az octave-ban

e Sorvektor:
octave:##> a=[1 4 5]
a=1425
octave:##> b=[2,1,0]
b =210

e Oszlopvektor:
octave:##> c=[4;7,;10]
C g
4
7
10

e A vektorokon végzett miveletekben jelent majd

kilonbséget!




Transzponalas HE
e Oszlop és sorvektor atalakitas,
transzponalas:’
octave:50> a=[1 4 5]
a =1 4 5
octave:51> b=a’
b =
1
4
5
Vektorok: folytatas

e Kiegészités

octave:##> a=[1 4 5]
a =145
octave:##> d=[a 0]
d= 145 o

e Automatikus szamolas

octave:##> e=2:6

e =2 345%6

octave:##> e=2:0.3:4

e = 2.0000 2.3000 2.6000 2.9000 3.2000 3.5000 3.8000




| I 4 n
Specialis vektorok sece
:o
octave:37> zeros(1l,5)
ans =0 0 0 0 O
octave:38> ones(1l,5)
ans =1 1 1 1 1
octave:39> linspace(1,10,5)
ans = 1.0000 3.2500 5.5000 7.7500 10.0000
octave:40> logspace(1l,9,5)
ans = 10 1000 100000 10000000 1000000000
i 32,
A vektor elemei s
Y )
°

octave:##> a=[1:2:6 -1 0]
a=135-120
octave:##> a(3)

ans = 5

octave:##> a(3:5)
ans =

5 -1 0

octave:##> a(l:2:5)
ans =

1 50

octave:45> p=[1:2:5]
p=1 3 5
octave:46> a(p)

ans = 1 5 0




Muveletek vektorokkal

e Szorzas skalarral
octave:##> a * 2
ans = 2 o6 10 -2 0

e Elemenkénti mlveletek: .+, .-, .*, ./
octave:##> b=[1 2 3 4 5];
octave:##> a.*b
ans = 1 6 15 -4 0
octave:##> b .7~ 2
ans = 1 4 9 16 25
octave:##> 2 .~ Db
ans = 2 4 8 16 32

Muveletek vektorokkal

e Flggvények is hatnak elemenként
octave:##> angles=[0:pi/3:2*pi]
angles = 0 1.0472 2.0944 3.1416
4.1888 5.2360 6.2832
octave:##> y=sin (angles)

y = 0 0.8660 0.8660 0.0000 -
0.8660 -0.8660 -0.0000




Vektor mint adatsor HE
e Abrazolas
octave:##> plot(angles,y)
Vektor mint adatsor HE
octave:##> angles=linspace (0,2*pi, 100); :.
octave:##> y=sin(angles);

octave:##> plot (angles, v);




Szamabrazolas 33

o Tizes szamrendszer: R B 1 I
12.25 = 1 x 10° + 2 x 10° + 2 x 107 + 5 x 107 L[q' qu- \\Jﬂ' \‘ﬁ
e A digitalis szamitégép aramkoérei két allapotuak: e o

s van fesziiltség — nincs fesziiltség I < I 2 i’ e i‘ =
[ ] 1 O @ @ Q ®

e 8 bit =1 byte : kettes szamrendszerben 0-255 egész szam abrazolhato

e (0[O0 [0 [0 |10 [0 |1 ]| =0x27+0x2540x25+0x2+1x2° +0x2240x2'+1x2° = 8+1 = 9

7 6 5 4 3 2 1 0

e 1 biten jeldlhetjik az eléjelet, pl. 4 byte = 32 bit egész szamok:
-2147483648 < x < 2147483647

e Egy lehetéség tortek abrazolasara: fixpontos abrazolas

e|1/1]/0(|1]/0|1]|0]|0 =1 x234+1 x2240 x214+1 x2040 x27 41 x2-240x273+0x274=8+4+1+1/4=13.25
3 2 1 0 1 -2 -3 4

Ny = Sign X (QnQn + anflgnil +- 4+ Q[)QO +- -+ Oﬁ'frnQim)

Lebegépontos szamok

e Fixpontos szamok hatranya
Nem abrazolhatok egyszerre nagyon nagy és nagyon kicsi szamok pontosan
Bankaroknak j6 — tudésoknak nem

e ,Tudomanyos” szamabrazolas zsebszamoldégépen
+0.299792458 E+09

S —

| elgjel | | mantissza I | kitev6/karakterisztika I

e Szamitogeép lebegbpontos szamok

eljel
(-1)s x f x 2¢b
| mantissza | | karakterisztikal
e 32 bit esetén pl.:
S e f

31 30-23 22-0




r
IEEE 754 szabvan
y
[ X
[ X )
(]
L] . nr ry . f
e 32 bit: egyszerl pontossag: float
Number Name Values of s, e, and f Value of Single
Normal 0<e<255 (=1)* x 257127 X L.f
Subnormal e=0, f#0 (=1)* x 27120 % 0.f
Signed zero (£0) e=0, f=0 (=1)"x 0.0
+o0 s=0, e=255, f=0 +INF
—0o0 s=1, e=255, f=0 —INF
Not a number s=u, e=255, f#0 NalN
H - L4 L]
e 64 bit: dupla pontossag: double
Number Name Values of s, e, and f Value of Double
Normal 0 <e<2047 (—1)° x 2071028 5 1 7
Subnormal e=0, f#£0 (—1)* x 27102 0.1
Signed zero e=0, f=0 (=1)" x 0.0
+oo s=0, e=2047, f=0 +INF
—00 s=1, e=2047, f=0 —INF
Not a number s=wu, e=2047, f#0 Nalv
000
0000
_1)s e-b
Single Precision ( 1) x f X 2 . . . .
s oo mantssa ) 00
Number Name Values of s, e, and f Value of Double (X )
. Normal 0<e< 2047 (=1)° x 271028 5 1 f )
s ap mantissa Subnormal e=0, f#0 (=1)F x 271922 0. f
- L Signed zero e=0, f=0 (=1)° x 0.0
i 1 . = 400 s=0, e=2047, f=0 +INF
—00 s=1 e=2047, f=0 —INF
Double Precision
Not a number s=u, e=2047, f#0 NalN

Példa: 64 bit, b=1023, s:1,e:11,:23 bit

0 01111111111 0000 (+még 48db 0
1 01111111111 0000 (+még 48db 0
0 01111111111 1000

= +1 x 210231028 x 1,0, = 1.0
=+1 x 210231023 x 1.0, =-1.0

+1 x 210231028 x 1.1, = 1.5

0 10000000000 0000 (+még 48db 0) = +1 x 21024-1023 x 1.0, = 2.0
0 10000000001 1010 (+még 48db 0) = +1 x 21025-1023 x 1,1010, = 6.5

(
(
(
(
(

)
)
+még 48db 0)
)
)

e Normalizalt szamok: akkor nem veszitink értékes biteket, ha a mantissza teljesen ,ki van toltve”

azaz a legnagyobb helyiértéken 1 all: ezért vegyik ezt fix 1-nek, nem is kell eltarolni, csak a
maradék szamjegyeket

e Nem normalizalt (subnormal) szamok: a legkisebb normalizalt szamoknal kisebb értékeket

abrazolnak, egyre kisebb szamokra egyre kisebb relativ pontossaggal, hisz a nagyobb
helyiértékeken is lehet 0




(YY)
o000
[ X XX
. . eoo
Egyszeril példa: 8 bit, b=1, s:1, e:3, f:4 bit o0

A legnagyobb szam:

0 111 1111 =41 x 27" x 11111, =64 x 1.9375 = 124.0
A legkisebb normalt pozitiv szdm:

0 001 0000 =+1x2""x1.0,=1%x1.0=1.0

A legnagyobb nem normalt szam:

0 000 1111 =+1x20x0.1111,=0.9375

A legkisebb pozitiv nem normalt szam:

0 000 0001 =+1 x 20 x0.0001, =0.0625

| (-1)s x fx 200

128 1200 112 104 96 B8 -80 -2 B4 -56 48 -40 -32 24 -16 -8 a g 16 24 32 40 48 56 B4 72 60 88 96 o4 12 120 128

(X X J
0000
i
Egyszerl példa, jobb felbontas: 8 bit, b=3, s:1, e:3, f:4 bit :0

A legnagyobb szam: | (-1)8 x f x 20

0 111 1111 =41 x273x1.1111,=16 x 1.9375 = 31

A legkisebb normalt pozitiv szam:

0 001 0000 =+1 x2™3x1.0,=0.25 x1.0=0.25

A legnagyobb nem normalt szam:

0 000 1111 =+1x22x0.1111,=0.234375

A legkisebb pozitiv nem normalt szam:

0 000 0001 =+1 x 22 x0.0001, =0.015625

N O O R e l
00078725 0015625 003125  0.0625 0125 025 05 1 2 4 8 § 32

-32 -28 -24 -20 -16 -12 -3 -4 0 4 8 12 16 20 24 23 a2

/\

-2 -1.75 -15 -1.25 -1 -0.75 0.5 -0.25 0 0.25 05 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2




Lebegopontos szamok HE

e Csak véges értékek abrazolhatoak
o 32 bit (float): 1.4x107%°< x < 3.4x1038
e 64 bit (double): 4.9x107324< x < 1.8x10308
o tulcsordulas, alulcsordulas

e Csak véges szamu szam abrazolhato
e Véges a ,felbontas”
e 32 bit: 6-7 tizedes jegy
e 64 bit: 15-16 tizedes jegy
o kerekitési hiba

e Gépi pontossag: octave

1c+8m = ‘|C ans =

H##> 1+1le-16
1

(jellés: gép altal abrazolt 1 =1)

o float: €,=1.19209e-07

o double: g = 2.2204e-16

Szamabrazolas: octave

e A véges abrazolas miatti kerekitési hiba

octave:##> 1 - 0.2 - 0.2 - 0.2 - 0.2 - 0.2
ans = 5.5511le-17

e Tulcsordulas:

octave:##> 1e308+1e308
ans = Inf

e Végtelen: inf
e 0/0: nan
e Szamabrazolasi pontossag: eps

octave:##> eps
eps = 2.2204e-16

e Legnagyobb, és legkisebb szam amit a gép abrazolni tud:

octave:##> realmin, realmax
realmin = 2.2251e-308
realmax 1.7977e+308




Hibak felerosodése: kivonas HE

e \Véges szamabrazolas miatt:
x, =x(1+¢))

e Kulonbség hibaja:
a=b-c=a,=b, —c,=2b(l+¢g,))—c(l+¢,)

e ~ l+¢,——¢, i

a a a
e Probléma, ha azonos nagysagrendi szamokat vonunk ki,

a relativ hibaja nagy lesz :

ectg, ;1+é(gb ~£,) ;1+émaX(\8b e D)
a a a

e Mivel bzrc= b nagy, tehat a relativ hiba nagy.
a

Kulonbségi hiba: példa HE
2 L —b++b* —4ac :.
ax“+bx+c=0 megoldé-képlet: x1,2=T

Ha b’ >>4ac= Vb —4ac ~|b| vagyis az els6 gyok pontatlan!

. T P - 2
Szorozzuk meg a szamlalét és nevezét —bFVb" —4ac -vell

-2c
X\, = matematikailag ekvivalens megoldo-képlet.
b2 b++/b*—4dac g g P

Ekkor, a fenti helyzetben az elsé gydk pontos lesz, viszont a masodik pontatlan.
Hasznaljuk tehat az el6 gyokhoz a 2. képletet, a masodik gyokhoz pedig az elsét!
Megj.:

1. Ugyanezt a képletet kapjuk, ha 1/x-re irunk fel 2-od foku egyenletet.

2. Programban hasznalhaté praktikus valtozat:

q:=—(b+ sign(b)Vb* —4ac)/2, x1:=q/a, x2:=c/q
3. Tovabbi példa numerikus hiba stabilizalasara

1
haz>1, Ve+1—+Vz=

Vie+1+x




[ X X ]
0000
[ X XX
[ XX}
o0
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octave:##> a=1; b=1; c=le-12;

octave:##> xl=(-b+sqrt (b*b-4*a*c))/2*a

x1l = =-9.99977878279878e-13

octave:##> x2=(-b-sqrt (b*b-4*a*c))/2*a

x2 = -0.999999999999000

octave:##> xxl=-2*c/ (b+sqgrt (b*b-4*a*c))

xx1l = -1.00000000000100e-12

octave: ##> xx2=-2*c/ (b-sqrt (b*b-4*a*c))

xx2 = =-1.00002212220950

octave:##> a*x1*x1+b*xl+c

ans = 2.21217211215324e-17

octave: ##> a*x2*x2+b*x2+c

ans = 2.21217201214839%e-17

octave: ##> a*xxl*xxl+b*xxl+c

ans = 0

octave: ##> a*xx2*xx2+b*xx2+cC

ans = 2.21226998947887e-05
[ X X ]
0000
o000
[ XX}
( X J
o

octave:##> a=1; b=100; c=le-12;

octave:##> x1=(-b+sqgrt (b*b-4*a*c))/2*a

x1l = -7.10542735760100e-15

octave:##> x2=(-b-sqrt (b*b-4*a*c))/2*a
x2 = =100

octave:##> xxl=-2*c/ (b+sqgrt (b*b-4*a*c))
xx1 = -1.00000000000000e-14

octave: ##> xx2=-2*c/ (b-sqgrt (b*b-4*a*c))
xx2 = -140.737488355328

octave:##> a*x1*x1+b*x1l+c

ans = 2.89457264239900e-13

octave:##> a*x2*x2+b*x2+c

ans = 1.00000000000000e-12

octave:##> a*xxl*xxl+b*xx1l+c

ans = 0

octave:##> a*xx2*xx2+b*xx2+c

ans = 5733.29179303328
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e Stoyan G. MATLAB konyyv,
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e P.J.G. Long: Octave Tutorial, 4-17. o.




