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Eloszo

Ez a jegyzet a 2009/2010-es tanév tavaszi félévében tartott Analizis II. kurzus anyagahoz késziil. A jegyzet a félév
sordn folyamatosan béviil, az utolsé valtoztatas ddtuma a cimlapon lathaté. A jegyzetben bizonyéra eléfordulhatnak
hibdk — ezek jelzését 6rommel veszem a seszter@cs.elte.hu e-mail-cimen!

A jegyzet sordn az alabb jeloléseket hasznalom:

N természetes szamok, a 0-t is beleértve;

7, egész szamok;

Q raciondlis szamok;

R valés szamok;

R pozitiv valés szdmok;

R~ negativ valds szamok (és hasonléan: Z*, N*, stb.)
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Elso fejezet

Differencialhatdsag

A differencialhatdsiag a fiiggvény simasagat jelenti. A differencidlhato fiiggvény folytonos, és nincs rajta torés, cstcs.
Az aldbbi témakoroket targyaljuk.

— Derivélt fogalma és geometriai jelentése
— Elemi fiiggvények derivaltjai

— Derivélasi szabalyok

— Monotonités és széls6érték

— Konvexitas és inflexi6

— Filiggvényvizsgélat

— Kozépértéktételek

— Taylor-polinom

— L’Hospital-szabdly

1.1. A derivalt fogalma és geometriai jelentése

Vizsgaljunk meg két egyszerit fiigegvényt: f1 : R — R, fi(t) := 2, és fo : R = R, fo(t) := |t|. Rogzitsiik az a := 0
pontot. Koénnyen ellenérizhetd, hogy f1 és fo is paros; alulrdl korlatos és feliilrél nem korlatos; a pozitiv szamok
halmazan novekvo, a negativ szamok halmazan fogyd; az a = 0 pontban minimuma van, és a minimum értéke 0O;
az a = 0 pontban folytonos.

SzembetinG a sok hasonlésig ellenére, hogy az a = 0 pontban az f; fliggvény sima, az f, fiiggvénynek pedig torése
van.

Van-e olyan ,,miszer”, amely kimutatja, hogy egy fliggvény valamely pontban sima, egy masik pedig nem?

Legyen f : R — R tetszlleges fiiggvény, a € D(f) egy rogzitett pont. Az f fiiggvény a-hoz tartozd kilonbségi-
hdanyados-fiigguénye legyen a

KL D)\ ) =R K (@)= 1D
fiiggvény. Vizsgaljuk meg ezzel a ,miiszerrel” az fy és fo fliggvényt az a := 0 pont esetén (1.1} dbra)! Az f; fiiggvény
esetén f(2) - F1(0) 2 g2
0’ (@) xz—0 z—0 *
Az f, fliggvény esetén
fa(z) = f2(0) || -0 || 1, haz>0
2 _ _ _ 7 )
Ky (z) = r—0 T -0 =z —1, haxz<O0 (1)
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1.1. A DERIVALT FOGALMA ES GEOMETRIAI JELENTESE ELSO FEJEZET

1 2
P—
f
Kg kS
_
1.1. 4bra.

Létjuk, hogy a sima f; fiiggvény esetén van hatérértéke (folytonossa tehetd) a Kg ! kiillonbségihanyados-fiiggvénynek
a 0-ban, mig a toréssel rendelkezo f5 fiiggvény K, g ? kiilonbségihdnyados-fiiggvényének nincs hatérértéke a 0 pontban.
Ez a vizsgdlat motivalja, hogy azokat a fiiggvényeket, amelyek kiillonbségihanyados-fiiggvényének van hatarértéke
abban az a pontban, amelyhez tartozik (a példdban a = 0), differencidlhatonak fogjuk nevezni a-ban, és az a-beli
derivdltja ezt a hatarértéket jelenti:

@) it 1@ = F0)

Tr—a Tr —a

Honnan kertilt el6 az a ,miiszer”, amely alkalmas egy fliggvény simasdgat kimutatni? Elészor egy geometriai meg-
kozelitést mutatunk be. A koordindta-rendszer (a, f(a)) és a téle kiilonbozd (x, f(x)) pontjain 4t fektessiink egy
egyenest (szel6t). Az egyenes meredeksége (irdnytangense)

f@) - fla)

r—a
[Ezt jeloltiik K7 (x)-szel.]

Ha x tart az a-hoz, akkor (sima fiiggvény esetén) a szelék tartanak egy hatdrhelyzethez, amit érintének neveznek,
igy a szel6k meredeksége is tart az érinté meredekségéhez ((1.2] dbra). [Ezt a hatdrértéket neveztiik el derivaltnak.]

A maésik egy fizikai interpretdcié legyen. Tegyiik fel, hogy egy pont mozgdsit a t — s(t) ut-id6 fiiggvény irja
le. A [to,t] id&intervallumban az dtlagsebesség a megtett s(t) — s(tp) Ut és a megtételéhez sziikséges t — ¢y id6
hényadosa, azaz
s(t) — s(to)
t—to

[Gyakran ezt a hdnyadost % jeloli.] Ha ,minden hatdron til” roviditjiik az iddintervallumot, az 4tlagsebesség

egy szdm koriil keveset ingadozik (feltéve, hogy sima volt az 1t-idS fiiggvény), ezt a szdmot nevezik pillanatnyi
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ELSO FEJEZET 1.2. DERIVALT ES FOLYTONOSSAG

f(x)-f(a)

1.2. abra.

sebességnek:
s(t) — s(to)

(to) . As
= va, im — =v
= -t 0 gy

At—0 At

[Lathatd, hogy a pillanatnyi sebesség az dtlagsebesség hatdrértéke és az 1t-id6 fiiggvény differencidlhdnyadosa:
s'(to) = v(to).]

1.2. A derivalt fogalma és kapcsolata a folytonossaggal

1.1. Definicié. Legyen A C R, a € A. Azt mondjuk, hogy a belsd pontja az A halmaznak, ha a-nak létezik K(a)
kornyezete, hogy K(a) C A.
Az A halmaz bels6 pontjainak halmazat jelolje int A.

1.2. Definicié. Legyen f: R — R, a € int D(f). Azt mondjuk, hogy az f figgvény differencidlhaté az a pontban,

ha
i £@) = (@)

Tr—a Tr — a

€R,

vagyis ha az f fiiggvény a-hoz tartozé KI kilonbségihdnyados-figguényének
a

KL D()\ fa) =+ B Kf(r) = T
létezik véges hatarértéke a-ban.
Ha f differencidlhat6 az a pontban, akkor
o e g TS0

Az f'(a) € R szadmot az f fiiggvény a pontbeli differencidlhdnyadosdnak vagy derivdltjanak nevezziik.

Az f'(a) helyett gyakran haszndljsk még az f(a), %(a), %Lt:a, Df(a) jeloléseket is.

A fenti[L.2} 4bra alapjan meggondoltak szerint az f’(a) szém a fiiggvény grafikonjénak, graph(f)-nek (a, f(a)) pont-
jdhoz huzott érintéjének a meredeksége. Ennek megfelelden definidlhatjuk az a € int D(f) pontban differencidlhatd
f fuggvény a pontbeli érintGjét.

1.3. Definicié. Tegyiik fel, hogy f differencidlhaté az a € int D(f) pontban. Ekkor az f figgvény a pontbeli
érintdjének egyenlete az alabbi egyenes egyenlete:

y=fla)+ f'(a)- (z —a). (1.2)



1.2. DERIVALT ES FOLYTONOSSAG ELSO FEJEZET

Az érinté tehdt az (a, f(a)) ponton dtmend f’(a) meredekségli egyenes. A kivetkezd fontos tétel arrdl szdl, hogy a
fiiggvény érintdje mennyire van ,kozel” a fiiggvény grafikonjahoz.

1.4. Tétel (F6tétel). Legyen f:R — R, a € int D(f). Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:
(i) [ differencidlhatd az a pontban;
(i) IF, : D(f) — R az a pontban folytonos fiigguény, hogy Yz € D(f) esetén

f@) = f(a) + Fu(z) - (x — a). (1.3)
Bizonyitds. (i) = (ii): Legyen f differencidlhaté a-ban. Ekkor vezessiik be az

J@=5@) g £

Fo:D(f) =R, Fu(z):= {f’(a) har=a

fiiggvényt. Az F, folytonos a-ban, ugyanis Vo € D(f) \ {a} esetén

az f a-beli differencialhatésaga miatt pedig

lim F,(z) = f/(a) = Fy(a).

T—ra

Legyen ezutéan x € D(f) tetszbleges. Ha x # a, akkor

ha = = a, akkor

nyilvan igaz.
(11) = (i) : Tegyiik fel, hogy IF, az a-ban folytonos fiiggvény, hogy Vz € D(f) esetén f(z) — f(a) = Fo(z) - (z — a).
Ha x # a, akkor

r—a

Mivel a feltétel szerint Fy, folytonos a-ban, ezért Ilim,_,, F,(z) = F,(a), de akkor

S T G A O F,(a) €R
z—a T —a
is teljesiil, azaz f differencidlhaté a-ban, sét F,(a) = f'(a). O

1.5. Megjegyzés. A bizonyitasbol kideriilt, hogy a tétel szerint 1étez6 F, fiiggvényre
Fo(a) = f'(a)

teljesiil.
Vonjuk most ki az (1.3))-bdl az érinté (1.2]) egyenletét!

f(@) —y = (Fale) — f'@) @ —a) = DY _ B (a)_ fa), z#a

Ez azt jelenti, hogy f érintGje olyan kozel van f-hez xz-ben, mint egy a-ban 0 hatdrértékkel rendelkez6 folytonos
fiilggvény, megszorozva (x — a)-val.

1.6. Tétel. Ha f differencidlhato a-ban, akkor f folytonos a-ban.



ELSO FEJEZET 1.3. MUVELETEK DIFFERENCIALHATO FUGGVENYEKKEL

Bizonyitds. Ha f differencidlhaté a-ban, akkor 3F, olyan a-ban folytonos fiiggvény, hogy Va € D(f) esetén f(x) —
— f(a) = Fy(z) - (x — a), azaz
f=fla)+ F,-(id — a).

Mivel a-ban folytonos fiiggvények Gsszege, szorzata is folytonos, ezért f is folytonos az a pontban. O
1.7. Megjegyzés. Az f: R = R, f(z) := |z| fiiggvény folytonos az a := 0 pontban, de az (1.1)-ben lattuk, hogy a

0-hoz tartozd kiilonbségihanyados-fliggvényének nincs hatarértéke 0-ban, ezért f nem differencidlhaté a 0 pontban.
A példa azt mutatja, hogy a tétel nem fordithaté meg.

1.8. Definicié. Azt a fiiggvényt, amely minden = pontban, ahol a fiiggvény differencidlhatd, megadja az z-beli
derivaltat, az f fiiggvény derivdltfiigguényének nevezik, és f’-vel jelslik. Tehat

D(f') :={x : f differencidlhaté z-ben}

t—x t—2x

1.9. Példa. Az f: R — R, f(t) := t? fiiggvény nem csak az x := 0 pontban t{inik simdnak (1d. az el6z6 fejezetet).
Legyen x € R egy tetszbleges valds szam. Nézziik meg, hogy az f fiiggvény x-hez tartozo kiilonbségihanyadosanak
van-e hatarértéke x-ben!

_ 2 _ 2 _
i L0 =S@ _p F o D) k) = 20
t—x t—2x t—x t—2x t—x t—=x t—x

Tehst f differencidlhaté z-ben és f'(z) = 2z, vagyis a derivéltfiiggvénye (id?)" = 2 - id.

1.3. Miveletek differencialhaté fiiggvényekkel

1.10. Tétel. Ha f,g differencidlhatok a-ban, akkor f + g is differencidlhato a-ban, és

(f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a).

Bizonyitds.
L@ - ()@ f@) +g@) - fla) ~ g(a)
r—a T —a T—a T —a
o S = f@) (@) — gla)
T—a T —a T—a Tr—a
= f'(a) +g'(a).
O
1.11. Tétel. Ha f differencidlhato a-ban és A € R, akkor A\f differencidlhato a-ban, és
(Af)(a) = X~ f'(a).
Bizonyitds.
i ODNE =ON@ _ @ =T s
r—a Tr—a T—a T — a
O
1.12. Kévetkezmény. Ha f,g differencidlhatok a-ban, akkor f — g is differencidlhato a-ban, és
(f —9)'(a) = f'(a) — g'(a).
Bizonyitds. Alkalmazzuk a fenti tételeket f-re és g-re, valamint A = —1-re. O



1.3. MUVELETEK DIFFERENCIALHATO FUGGVENYEKKEL ELSO FEJEZET

1.13. Tétel. Ha f,g differencidlhatok a-ban, akkor f - g is differencialhaté a-ban, és

(f-9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Bizonyitds.
i 9@ = (F9)(a) _ . f(2)9(z) — fla)g(z) + fla)g(z) — f(a)g(a)
T—a T —a T—a Tr—a
-t P o)+ 10 iy SO
= f'(a)g(a) + f(a)g(a).
Felhasznéltuk, hogy mivel g differencidlhaté a-ban, ezért g folytonos a-ban (ld. az Tételt), {gy lim,_, g(x) =
= g(a). O

1.14. Tétel. Ha g differencidlhaté a-ban és g(a) # 0, akkor % is differencidlhato a-ban, és

(3) @--55

Bizonyitds. Mivel g differencidlhaté a-ban, ezért g folytonos a-ban (1d. az Tételt), igy a g(a) # 0 feltétel miatt
JK(a) C D(g) kornyezet, hogy Vo € K(a) esetén g(x) # 0. Tehdt a € int D %) . Ekkor

L)Y (@) - (1) (a) S S g(a)—g(x)
(f’) (g> — lim 2@ 9@ _ p, @@ _

lim
T—a T —a z—a T —a T—=a T —a

o (~2lE)mst), L)

a—a z—a  g(x)g(a)
1
!
= —g a) -
@
O
1.15. Tétel. Ha f,g differencidlhatdk a-ban és g(a) # 0, akkor 5 is differencidlhatd a-ban és
(£) - Lot sty
g 9%(a)
Bizonyitds. Mivel 5 =f- %, és a feltételek szerint % differencidlhaté a-ban, ezért a szorzatfiiggvény differencialha-
tésdgara vonatkozd tétel miatt 5 differencidlhat6 a-ban és
A 1y 1 g(@)\ _ f'(a)g(a) - f(a)g'(a)
(L) @=(r3) @=rw s+ (-5 - 2 ~
g g g(a) 9%(a) g9*(a)
O

1.16. Tétel. Tegyiik fel, hogy g differencidlhatd a-ban és f differencidlhatd g(a)-ban. Ekkor fog is differencidlhato

a-ban, és
(fog)(a)=f'(g(a)) g'(a).
Bizonyitds. El6szor gondoljuk meg, hogy a feltételekbol kovetkezik:
acintD(fog)=1int {z € D(g) : g(x) € D(f)}.

Mivel g(a) € int D(f), ezért Je > 0, hogy K.(g(a)) C D(f). Mdasrészt ¢ differencidlhaté a-ban, ezért folytonos is
a-ban, igy € > 0-hoz létezik § > 0, hogy

z € Ks(a) N D(g9) = g(x) € K-(g(a)) C D(f). (1.4)

6



ELSO FEJEZET 1.3. MUVELETEK DIFFERENCIALHATO FUGGVENYEKKEL

Tudjuk, hogy 3p > 0: K,(a) C D(g). Jeldlje r := min{4, p}. Ekkor (1.4)) alapjén
z € Ky(a) = z € D(g), g(x) € D(f) = z € D(f o g),

igy a € int D(f o g) teljesiil.
Mivel g differencidlhaté a-ban, ezért az Fététel miatt 3G, az a-ban folytonos fiiggvény, hogy Va € D(g) esetén

9(x) — g(a) = Ga(z) - (x — a).

Mivel f differencidlhaté g(a)-ban, ezért szintén az Fététel miatt 3F,,), a g(a) pontban folytonos fiiggvény,
hogy Yy € D(f) esetén

fy) = (9(a)) = Fyay () - (y = 9(a)).
Legyen = € D(f o g), ekkor az y := g(z) jeloléssel a fenti két egyenléségbdl kovetkezik:
(fog)(@) = (feg)la) = flg(x)) — flg(a)) = Fya)(9(x)) - (9(x) — g(a))
:Fg(a)(g(z))G ( (:E
= ((Fy(ay©9) - Ga) (2) - (z — a). (1.5)

Mivel g differencidlhaté a-ban, ezért g folytonos a-ban (Id. az Tételt); Iy, folytonos g(a)-ban, igy a kompo-
ziciéfiiggvény folytonossdgdra vonatkozé tétel szerint Fy(,) o g folytonos a-ban. Mivel G, folytonos a-ban, ezért a

szorzatfiiggvény folytonossigat felhasznélva, az (Fg(a) o g) -G, is folytonos az a pontban. fgy az Fotétel alapjan
(1.5) éppen azt jelenti, hogy f o g differencidlhaté a-ban, sot

(f Og)/(a‘) = ((Fg(a) og) : Ga) (a‘) = Fg(a)(g(a)) : Ga(a‘) = f,(g(a)) 'g/(a’)'
O

1.17. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R szigordan monoton és folytonos figguény. Legyen a € I, f
differencidlhaté a-ban és f'(a) # 0. Ekkor f=' differencidlhaté a b:= f(a) pontban, és

—1y/ o 1
VO mmy
mdsképp .
(f_ ) (f(a)) = f’(a)'

1.3. 4bra.



1.4. ELEMI FUGGVENYEK DERIVALTJA ELSO FEJEZET

Bizonyitds. A szigori monotonitds miatt a folytonos f fliggvény injektiv, igy a folytonos fiiggvény inverzérél szdélo
tétel miatt létezik az f~1 : J — I inverzfiiggvény, ahol D(f~1) = J is nyflt intervallum, tehat b € int D(f~1). Az
f~1 fiiggvény b pontbeli differencidlhatésdgihoz meg kell mutatni, hogy létezik a

i @) =7 0)
y—b Y —b

hatarérték (és ez valds szdm).
Legyen (y,) C J, yn — b, yn # b tetszdleges sorozat. Barmely n € N esetén legyen z,, := f~1(y,). Az (z,) C I
sorozat konvergens, és lim x,, = a, mert az inverzfiiggvény folytonossagardl szolo tétel és az atviteli elv szerint

Yn = b= N yn) = FL(D), azaz x,, — a.
Tovabbé x,, # a is teljesiil f~! injektivitdsa miatt. Ezért

) =20 an—e 11

v — b Fa) — fla) ~ T@=i@ " Fla)’

Tp—a

f )= (b)

hiszen f’(a) # 0. Mivel barmely (y,,) C J, y, — b esetén az ( P

tékre vonatkozd atviteli elv szerint létezik a

) konvergens, ezért a fiiggvényhatarér-

N ) Bl A )
y—b Yy —-b

hatarérték. Tehdt 1 differencidlhaté b-ben, és az is 1lathatd, hogy

1.4. Elemi fiiggvények derivaltja
Nézziink egy tovabbi példat. Legyen f: R — R, f(t) =13 = € R.

2

IO @) gy Lo gy GO0 2 g4 0) = 30,

lim ———~ = lim
t—x t—x t—z t—x t—w t—x

tehat f differencidlhaté a-ben, és f/(x) = 322, vagy réviden
(id*) = 3-id>.
Az aldbbiakban ezt 3 helyett dltaldanositjuk tetszdleges a kitevore.

Nevezetes fiiggvényderivaltak :
1. (id*) =a-id*' (aeR)

Bizonyitds. Mivel az id® fiiggvény csak a pozitiv félegyenesen van értelmezve, ezért érvényes a kovetkezd
atiras:
& = eoz-lnz7

ebbdl a kompoziciofiiggvény derivalasi szabdlya alapjan

(xa)/:ea'lm'wgzaw



ELSO FEJEZET

1.4. ELEMI FUGGVENYEK DERIVALTJA

2.

. tg

sin’ = cos

Bizonyitds.

t—x
2

t—x

2sin
1m
t—x

. . sint —sinx
sin’(z) = lim ———— =
t—x

t—x

= lim
t—x

sin L5 t
—2— cos
3

t+x

[¢0)] N

+x
2) =1-cosx =cosz.

Az &talakitds sordn a trigonometrikus fiiggvények addicids tételeinek egy kovetkezményét, valamint a cos

sin u
u

fliggvény folytonossagat hasznaltuk. Mivel lim,, g

t—x

S 3 -

t—x

lim
t—x

_ , , o t— ;
=1, ezért t = x esetén az u := T’C — 0, igy

O
. cos’ = —sin
Bizonyitds. Ugyanigy, mint fent — HF. O
r__ 1
~ cos?
Bizonyitds. A hédnyadosfiiggvény derivéalasi szabalyabol:
, sin\’  sin’-cos—cos’ -sin  sin® + cos? 1
Ccos cos? cos? cos?
O
: Ctgl = _si}n2
Bizonyitds. Ugyanugy, mint fent — HF. O
. expl, =exp,-lna (a > 0), specidlisan: exp’ = exp
Bizonyitds. El6z6 félévben igazoltuk az aldbbi nevezetes hatarértéket :
) = m Y o = exp, (@) Ina, (4> 0.0 % 1)
exPa(z) = lim ——— = 4" -Ina = expy(z) - Ina, (a ,a .
O
log, = i— (a >0, a# 1), specidlisan: In' = &
Bizonyitds. El6z6 félévben igazoltuk az aldbbi nevezetes hatarértéket :
log,t —log, = 1 1
log! (2) = lim —2 = = , (a,c>0,a#1).
8a(7) t—z t—ux z-lna id(z)-lna ( 7 1)
Vagy masképp: az inverz fiiggvény derivélasi szabdalya alapjan:
, 1 1 1 1
log), (z) = = = = - .
expl, (log, ) exp,(log,z) -Ina x-lna id(z)-lna
O



1.4. ELEMI FUGGVENYEK DERIVALTJA ELSO FEJEZET

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

sh’ = ch
Bizonyitds.
o — T / (ex)/ _ (e—w)/ e e 7
h'z = = = = chz.
sh'x ( 5 ) 3 5 chz
O
ch’ = sh
Bizonyitds. Ugyanigy, mint fent — HF. O
r_ 1
th' = 5>
Bizonyitds. A hanyadosfiiggvény derivalasi szabalyabdl:
o — (sh)l _ sh’-ch—ch'-sh ch? — sh? 1
“\eh) ch? ch®
O
r_ 1
cth’ = — 5%
Bizonyitds. Ugyanugy, mint fent — HF. O
arcsin’ x = \/1177, € (-1,1)
Bizonyitds. Az inverz fiiggvény derivaldsi szabdlya alapjan:
. 1 1 1 1
arcsin’ * = — - = - = = )
— 2
sin’(arcsin )  cos(arcsin x) \/1 _ sin?(arcsin ) V1i—z
mivel cos|(_z =) > 0. O
arccos’ x = —\/1%7, z e (—1,1)
Bizonyitds. Ugyanugy, mint fent — HF. O
arctg’ x = ﬁ, zeR
Bizonyitds. Az inverz fliggvény derivélasi szabdlya alapjan:
o 1 2 (arctg 2) 1 1
arctg’ ©r = —— = cos”(arctg x) = = .
& tg’(arctg x) & 1+tg?(arctg x) 1+ a2
O
arcctg’ x = fﬁ, reR
Bizonyitds. Ugyantgy, mint fent — HF. O
|
arsh’ o = - zeR

10



ELSO FEJEZET 1.5. LOKALIS NOVES, FOGYAS, SZELSOERTEK

Bizonyitds. Az inverz fiiggvény derivalasi szabdlya alapjan:

1 1 1 1

arsh’ = = sh’(arsh z) - ch(arsh z) - \/1 + sh2(arsh ) B VIt a2
O
17. arch’ z = \/z%l (x>1)
Bizonyitds. Ugyanigy, mint fent — HF. O
18. arth’ z = lfrg, -1l<z<l1
Bizonyitds. Az inverz fiiggvény derivalasi szabdlya alapjan:
arth’ z = ,; = ch®(arth ) = 21 _ .
th'(arth ) 1 —th*(arth z) 1—2a?
O
19. arcth’ z = ==, |z[>1
Bizonyitds. Ugyanugy, mint fent — HF. 0

1.5. Lokalis novekedés, fogyas és lokalis széls6érték

1.18. Definicié. Legyen f : R — R, a € D(f). Azt mondjuk, hogy f lokdlisan nivé (fogyd) az a pontban, ha
dK(a) C D(f), hogy V1 € K(a), 1 < a esetén f(x1) < f(a) (f(z1) > f(a)) és Vzo € K(a), 2 > a esetén
f(x2) = fla) (f(z2) < f(a))

1.19. Tétel. Ha f differencidlhatd a-ban, és f az a pontban lokdlisan névd (fogyd), akkor f'(a) >0 (f'(a) <0).

Bizonyitds. A bizonyitdst lokédlisan nov6 esetre végezziik - a lokdlisan fogyd eset hasonléan meggondolhatd. Mivel
f lokélisan né az a-ban, ezért 3K (a) C D(f), hogy Vo € K(a), = # a esetén

f(z) = f(a)

(ha x < a, akkor z —a < 0 és f(x) — f(a) <0, mig 2 > a esetén x —a > 0 és f(x) — f(a) > 0).
Az f differencidlhaté a-ban, ezért

>0

iy @) = (@)

T—a r—a

>0, azaz f'(a) > 0.

O

1.20. Definicié. Az f fiiggvény szigorian lokdlisan nivé (fogyd) a-ban, ha IK(a) C D(f), hogy Vri,z9 €
€ K(a), 1 < a < esetén f(21) < f(a) < f(z2) (f(z1) > fla) > f(22)).

Ha f differencidlhaté a-ban és szigortian lokdlisan né az a-ban, akkor ugyan Vo € K(a), = # a esetén

@) - @) _
x—a

de a hatéarértékre

i J@ = @)

Tz—a T —a
mondhaté, igy f/(a) > 0. Példdul az f : R — R, f(t) := > a 0-ban szigortian lokélisan né, de f’(0) = <t3)ﬁ,:o =
=3t2 =0.

[t=0

11



1.6. KOZEPERTEKTETELEK ELSO FEJEZET

1.21. Tétel. Ha f differencidlhatd a-ban, és f'(a) > 0 (f'(a) < 0), akkor f szigorian lokdlisan névd (fogyd) az a
pontban.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f’(a) > 0. Mivel f differencidlhaté a-ban, ezért az Fététel miatt IF, az a-ban
folytonos fiiggvény, hogy Vo € D(f) esetén f(x) — f(a) = Fo(x) - (x — a).

F,(a) = f'(a) > 0, ezért a folytonos fiiggvény jeltartdsardl szold tétel miatt IK (a) C D(f) olyan, hogy Va € K(a)
esetén F,(x) > 0. Ezért Vo, € K(a), z1 < a esetén

f(@1) = fla) = Fa(a1) - (21 —a) <0 = f(21) < f(a),
mig Voo € K(a), 22 > a esetén
f(w2) = fla) = Fa(w2) - (x2 —a) > 0= f(22) > f(a).
Az f'(a) < 0 eset hasonléan meggondolhatd. O

1.22. Definicié. Legyen f : R — R, a € D(f). Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban lokdlis
minimuma van (vagy a lokdlis minimumhelye f-nek), ha 3K (a), hogy Vo € K(a) N D(f) esetén f(x) > f(a).
Szigord lokdlis minimum akkor van, ha Vo € K(a) N D(f), = # a esetén f(z) > f(a).

Ertelemszerti valtoztatéssal kapjuk a lokdlis mazimum (vagy lokdlis mazimumhely) és a szigori lokdlis mazimum
fogalmat.

A minimum és a maximum kozos elnevezése a szélséérték.

1.23. Tétel. Ha f differencidlhatd a-ban, és az f figgvénynek lokdlis szélséértéke van az a pontban, akkor f'(a) = 0.

Bizonyitds. Ha f'(a) # 0 lenne (példdul f'(a) > 0), akkor f az a-ban szigortian lokélisan névekedne, {gy nem lehetne
lokélis szélséértéke a-ban. O

Vigyazat! A fenti tétel csak sziikséges feltételt ad lokalis széls6érték 1étezésére, és nem megfordithatd!

1.24. Példa. Tekintsiik az f(r) = 2 hozzdrendeléssel adott fiiggvényt. Mivel f’(z) = 322, ezért f/(0) = 0, de
f-nek nincs lokalis szélséértéke a 0-ban.

1.6. Kozépértéktételek

1.25. Definicié. Azt mondjuk, hogy f differencidlhaté az A C D(f) halmazon (jele f € D(A)), ha Va € A esetén
f differencidlhat6 a-ban.

A fenti jeloléssel analég médon jelentse f € C(A), hogy f folytonos a-ban minden a € A esetén.
1.26. Tétel (Rolle-tétel). Ha f € Cla,b], f € D(a,b), és f(a) = f(b), akkor Jc € (a,b) olyan, hogy f'(c) = 0.

Bizonyitds. Ha Va € [a,b] esetén f(x) = f(a) = f(b), azaz f konstansfiiggvény, akkor példaul a ¢ := ‘%b € (a,b)
pontban f'(c) = 0. (A ¢ masként is vélaszthatd!)

Ha 3z¢ € (a,b), hogy f(zo) # f(a), akkor az f € Cfa,b] miatt a Weierstrass-tétel szerint van minimuma és van
maximuma is az f-nek, és legaldbb az egyiket nem az [a, b] intervallum végpontjaban veszi fel, hanem az intervallum
belsejében. Legyen ez a pont c. Ekkor az [1.23] Tétel szerint f'(c) = 0. O

1.27. Tétel (Cauchy-féle kozépértéktétel). Legyen f,g € Cla,b], f,g € D(a,b), és tegyiik fel, hogy Vx € (a,b)
esetén ¢'(x) # 0. Ekkor 3c € (a,b) olyan, hogy

f) - f@) _ £

g(b) —g(a)  g'(c)
Bizonyitds. Ha g(b) = g(a) lenne, akkor Rolle tétele miatt ¢’ az (a, b) intervallum valamelyik pontjaban 0 lenne, de
I (0)—f(a)

g(b)—g(a)
Legyen A € R, és tekintsiik a ¢ : [a,b] = R, ¢(t) := f(t) — \g(t) fiiggvényt. Kénnyi ellendrizni, hogy A := %

ezt kizartuk. fgy beszélhetiink az héanyadosrol.
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ELSO FEJEZET 1.6. KOZEPERTEKTETELEK

esetén ¢(a) = ¢(b). Tovabbé ¢ € Cla,b] és ¢ € D(a,b). Igy a Rolle-tétel szerint e € (a,b) olyan, hogy ¢'(c) = 0.
Mivel ¢'(t) := f'(t) — Ag'(t) (¢t € (a,Db)), ezért

amelybdl ¢'(c) # 0 miatt

kovetkezik. 0

1.28. Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel). Legyen f € Cla,b], f € D(a,b). Ekkor 3c € (a,b) olyan, hogy

f) = fla) _
N C
Bizonyitds. Alkalmazzuk a Cauchy-féle kozépértéktételt a g(t) := t fiiggvényre. O

1.4. abra. Lagrange-féle kozépértéktétel
1.29. Tétel (Darboux-tétel). Legyen I nyilt intervallum, f € D(I). Ekkor az f' derivdlfiigguény Darboux-tulajdonsagu,
vagyis bdrmely a,b € I, a < b esetén ha
f'la) <u< f/(b) (vagy f'(b) <u < f(a)),
akkor létezik c € (a,b), melyre f'(c) = u.
Bizonyitds. Legyen [a,b] C I. Tegyiik fel, hogy f'(a) < u < f’(b). Tekintsiik a
g: TR, g(a) = f(&)—u-a

filggvényt! Nyilvan g € Cla, b], ezért a Weierstrass-tétel szerint a g-nek van minimuma és van maximuma is az [a, b]
intervallumon. Megmutatjuk, hogy g-nek sem az a-ban, sem b-ben nincs minimuma. Ugyanis ¢'(x) = f'(z) — u, és

g'(a) = f(a) —u < 0, ezért g a-ban szigorian lok4lisan fogyo,
/
g

(b) = f'(b) —u > 0, ezért g b-ben szigoriian lokalisan né.

Ez azt jelenti, hogy g-nek az [a, b] intervallum belsejében van a minimuma, azaz 3¢ € (a, b), hogy g-nek c-ben lokalis
szélsbértéke van. Ekkor az Tétel szerint ¢'(c¢) = f'(c) —u =0, azaz f'(c) = u. O

13



1.7. GLOBALIS MONOTONITAS ELSO FEJEZET

1.7. A globalis monotonitas sziikséges és elégséges feltételei

1.30. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I), ésVx € I esetén f'(x) >0 (f'(x) < 0). Ekkor f szigorian
monoton nové (fogyd) az I intervallumon.

Bizonyitds. Legyen x1,x9 € I, 1 < 2. Az Lagrange-féle kozépértéktétel szerint Je € (a1, x2) olyan, hogy

fxg) = fx1) _

T2 — 1

(o).

Ha f'(¢) > 0, akkor o — x1 > 0 miatt f(z2) — f(z1) > 0, azaz f(x1) < f(x2). Ha f'(c) < 0, akkor zo — 21 > 0
miatt f(x2) — f(x1) <0, azaz f(r1) > f(z2). O
A fenti tétel csak elégséges feltételt ad differencidlhatoé fliggvény szigori monotonitdsara.

1.31. Példa. Tekintsiik ismét az f(x) = 23 hozzarendeléssel adott fiiggvényt! Vildgos, hogy f szigortian monoton
névd R-en, mégis f/(0) = 0.

Fiiggvény (nem feltétleniil szigort) monotonitdsra adhaté szitkséges és elégséges feltétel.

1.32. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I). Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
(i) f monoton névé (fogyd) I-n;
(i1) minden x € I esetén f'(x) >0 (f'(z) <0).

Bizonyitds. (i) = (i) : Ha f monoton nové I-n, akkor tetszbleges t,x € I, t # x esetén

Ezért barmely x« € I pontra

A monoton fogyé eset hasonléan lathato.
(i) = (7) : Az el6z0 tétel bizonyitdsaval analég médon igazolhaté az Lagrange-féle kozépértéktétel segitségével.
O

1.33. Definicié. Legyen a € int D(g). Ha létezik 6 > 0, hogy g(a) = 0, gl(a—s,a) = 0 és g|(a,ats) < 0 vagy forditva,
akkor azt mondjuk, hogy ¢ eldjelet vdlt a-ban. Masképpen: g elGjelet valt a-ban, ha g(a) = 0 és g lokdlisan névé
vagy fogyé a 0-ban.

1.34. Allitas. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I) és a € I. Ha f' eléjelet vdlt a-ban, akkor f-nek lokdlis
szélséértéke van a-ban. Mégpedig, ha létezik 0 > 0, hogy f'|(a—s,a) = 0 €5 f'|(a,a+5) < 0, akkor a lokdlis mazimumbhely,
ha f'(a—s,a) <0 €s f'|(a,ars) = 0, akkor a lokdlis minimumhely.

Bizonyitds. Az el6z6 tételbdl adddik. O

Az utébbi allitdshoz hasonlé médon fogalmazhaté meg intervallumon differencidlhaté fiiggvény szigoru lokalis szél-
s6értékhelyére vonatkozo sziikséges és elégséges feltétel — ezt az olvaséra bizzuk.

A kozépértéktételek kovetkezménye az is, hogy intervallumon differencialhaté fiiggvény pontosan akkor konstans,
ha derivélja 0.

1.35. Allitas. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I). Ekkor ekvivalenesek:
(i) Létezik ¢* € R olyan, hogy Vx € I esetén f(x) = c* azaz f konstans az I intervallumon.

(ii) Minden x € I esetén f'(x) = 0.
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ELSO FEJEZET 1.8. KONVEX ES KONKAV FUGGVENYEK

Bizonyitds. (i) = (i4) : Trividlis. (i) = (i) : Legyen 21,29 € I, 21 < za. Az Lagrange-féle kozépértéktétel
szerint dc € (x1,x2) olyan, hogy
fx2) = f(21)

T2 — 1

= f/(c) =0,
azaz f(x1) = f(x2).

1.36. Megjegyzés. A tétel intervallumon differencidlhaté fiiggvényroél szol. Példaul az f: (0,1) U (2,3) = R

1, haO<z<1
fz) =
2, ha2<x<3

fiiggvényre Va € (0,1) U (2,3) esetén f'(x) = 0, de a fiiggvény mégsem konstansfiiggvény.

1.8. Konvex és konkav fiiggvények

1.37. Definicié. Legyen I C R intervallum, f : I — R. Azt mondjuk, hogy f konvex figguény, ha Vx,y € I és
Vt € [0,1] esetén
flz+ 1A —ty) <t fla)+1-1t) f(y)

(1d. az abrat). Az f konkdv fiigguény, ha a (—f) konvex, azaz az egyenlStlenségben > 4ll.

LX) + (1 =) fiy)
Jy) b :

ﬂx) """"""""" E

iv tx + (1-1)y y
1.5. abra. Konvex fiiggvény
1.38. Feladat. Azt mondjuk, hogy f kielégiti a Jensen-egyenldtlenséget I-n, ha

f<$1;-332> < f(wl);f($2)7

Vaqi,z9 € 1.

Igazoljuk, hogy ha f kielégiti a Jensen-egyenlGtlenséget és folytonos I-n, akkor konvex I-n!

1.39. Definicié. Tetszbleges f: R = R, x1, 22 € D(f), x1 < x2 esetén jeldlje

f(x2) — f(z1)

T2 — T1

Uy o () = flz1) + (x—m), zeR (1.6)

Az 0y, ., fiiggvény grafikonja éppen az (x1, f(z1)) és (2, f(z2)) pontokon dtmend egyenes (az f egy szeldje).
Az (1.6) jeloléssel vildgos, hogy f konvexitdsa éppen azt jelenti, hogy tetszéleges x1, x4 € I, 1 < T2 esetén

f@) <y z,(x), Vo€ lrg, (1.7)

15
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25 1
1(y)

151

0.5L =
Fre? (1) p
A

L L L L L L L L
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

1.6. abra. Konvex fiiggvény s_1, sg, s1 meredekségii szel6i

1.40. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I). Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
(i) [ konvex (konkdv) I-n;
(ii) f' monoton novéd (fogys) I-n.

Bizonyitds. (i) = (i) : Legyen x1, x4 € I, x1 < x2 tetszOleges.
A megfelel§ szel6k meredekségeirél konnyen lathatéd (1d. az abrat), hogy
f(z) — f(z1) f(@2) — f(z1) f(@2) — f(z)

5_1:7§80:7§81:7, IG(Il,Ig).
r — I X9 — Iq To — T

Ebbél x — x; ill. x — 22 hataratmenetet véve kapjuk, hogy

f(z2) — f(21)

T2 — T1 < fl(ae) = f/(21) < f(22),

['(xy) <

tehdt f/ monoton nové.
(i) = (2) : Tegyiik fel, hogy f’ monoton névé, és legyenek adva x1,xe € I, 21 < x9. A fenti (1.6]) definiciébdl jelslje
az egyszeriiség kedvéért

=Ly, o,
Vezessiik be az r: I — R,

ri=f—4
fiiggvényt! Az (1.7) alapjén azt kell megmutatni, hogy

r(z) <0, Vz € [z1,22] (1.8)

Nyilvén r € D(I),
r(x1) = f(21) — €(z1) = 0 és r(z2) = f(z2) — L(22) =0,
ezért az [1.26] Rolle-tétel szerint
Je € (z1,22) : 7' (c) = 0.

Mivel Vzx € I esetén
(@) = Fx) — Oa) = f(z) - LED) = @)
T2 — 1
ezért f' monoton novekedésébdl kovetkezik, hogy a tble egy konstansban kiilénbszé ' is monoton névs. Mivel
r'(c) = 0, ezért

Vo € (x1,c) esetén r'(x) <0
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YV € (¢, z2) esetén ' (x) > 0.

Ez azt jelenti, hogy az r fiiggvény az (r1,c) intervallumon fogyé, a (¢, x2) intervallumon pedig névé. Figyelembe
véve, hogy r(z1) = r(z2) = 0, kapjuk, hogy Vz € [r1,x2] esetén r(x) < 0. Ez éppen (1.8)), tehdt az f konvex az I
intervallumon. O

Meggondolhatd, hogy a fenti feltételek barmelyike ekvivalens azzal, hogy az f fliggvény érint6je minden pontban a
fiiggvény grafikonjdn vagy alatta helyezkedik el (1d. az abrat).

1.41. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f konvex az I nyilt intervallumon, akkor folytonos is I-n, tovabba megszamlalhaté
sok pont kivételével differencidlhaté I-ben!

1.42. Definicié. Legyen I nyilt intervallum, f : I — R. Azt mondjuk, hogy f kétszer differencidlhaté az a € I
pontban, ha f differencidlhaté az a egy kérnyezetében és az ott 1étezd f differencidlhaté a-ban — vagyis a € int D(f’)
és f differencidlhaté a-ban. f kétszer differencidlhaté az I intervallumon, ha f € D(I) és f' € D(I). Jele: f € D*(I).

1.43. Tétel. Legyen f € D*(I). Ekkor ekvivalensek:
1. f konvex (konkdv) I-n;
2. Vx €1 esetén f"(x) >0 (f"(z) <0).
Bizonyitds. Az és az Tételbdl kovetkezik. O

1.44. Definicié. Legyen f: R — R, a € int D(f). Tegyiik fel, hogy f differencidlhaté a-ban. Azt mondjuk, hogy
az a pont az f fiiggvénynek inflerids pontja (vagy f-nek infleridja van a-ban), ha létezik > 0 olyan, hogy f|(a—s.q]
konvex és f|(q,a+5) konkdv, vagy forditva. Vagyis réviden, ha f differencidlhat6 a-ban és f az a-ban konvewitdst vdlt.

1.45. Megjegyzés. Sok tankdnyvben a fenti definicié helyett az all, hogy az a pont inflexids pontja f-nek, ha f
differencialhat6 a-ban, és a fiiggvény grafikonja az a pont elétt és utan a pontbeli érinto ellentétes oldalan helyezkedik
el. Kénnyen meggondolhatd, hogy az altalunk kimondott definicié ennek egy specidlis esete.

1.46. Tétel. Legyen f € D(I) és f kétszer differencialhatd az a € I pontban. Ha az a az f figguénynek inflexids
pontja, akkor f(a) = 0.

Bizonyitds. Indirekt médon, tegyiik fel, hogy f”(a) # 0, példaul f”(a) > 0. Ekkor az Tétel szerint [/ szigortian
lokdlisan n6vé a-ban. Ebbdl kivetkezik, hogy nem lehet, hogy f’ az a pont egyik oldali kérnyezetében monoton
né, a masikban monoton fogy, vagyis az[1.40} Tétel miatt f-nek nem lehet inflexidja a-ban. Ez ellentmondas, tehat
f"(a) =0. O

1.47. Tétel. Legyen f € D*(I), a € I. Ekkor ekvivalensek:
(i) f-nek az a pont inflexids pontja;
(i) [ elbjelet vdlt a-ban.
Bizonyitds. A definicidk, valamit az el6z06 és az Tétel kovetkezménye. O

Megjegyezziik, hogy ha az f fiiggvény egy I intervallumon elséfokd polinom, azaz 3A, B € R olyan, hogy Vx € T
esetén f(z) = Ax + B, akkor f konvex és konkdv is az I barmely részintervallumén, ezért az I intervallum minden
pontjaban inflexidja van az f fiiggvénynek.

A maésodik derivalt eléjele a szélséértékhely 1étezésére ad sziikséges és elégséges feltételt.

1.48. Tétel. Legyen f € D(I) és f kétszer differencidlhaté az a € I pontban. Tegyiik fel, hogy f'(a) = 0. Ha
f"(a) >0 (f"(a) <0), akkor f-nek lokdlis minimuma (mazimuma) van a-ban.

Bizonyitds. Legyen f”(a) > 0. Az Tétel szerint f/ szigortian lokdlisan névd a-ban. Mivel f'(a) = 0, ezért
36 > 07 hOgy f/|(a—t5,a) <0és f/|(a,a+6) > 0.

Tehat az [[.30] Tétel miatt f az a ponttdl balra szigortian monoton fogyd, jobbra szigortian monoton névé — igy
lokdlis minimuma van a-ban. Az f”(a) < 0 eset hasonléan meggondolhatd. O
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1.9. TAYLOR-POLINOM, TAYLOR-FORMULA ELSO FEJEZET

Hogyan hasznélhatjuk az eddigi eredményeket differencialhaté fliggvények menetének vizsgalatdhoz? Erdemes a
gyakorlatokon konkrét feladatok megoldasaban végigkovetni az alabbi 1épéseket !

1. Elkészitjiik az f’ derivaltfiiggvényt.
Megkeressiik az f’ zérushelyeit (illetve azokat a pontokat, ahol f’ el6jelet vélthat).
Kiszamitjuk az f” mésodik derivéltat.

Megkeressiik az f” zérushelyeit (illetve azokat a pontokat, ahol f” el8jelet valthat).

AT o R o

A fiiggvény értelmezési tartomdnyét az ', az f” zérushelyei (illetve lehetséges eléjelvaltasi helyei) nyilt inter-
vallumokra szabdaljak. Ezeken az intervallumokon megallapitjuk a derivaltak eléjelét, amibdl a monotonitasi
és alaki viszonyokra kovetkeztetiink (kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény esetén). Attekinthetvé
valik a vizsgalat egy tdblazat elkészitésével.

6. Néhany tdampontot kiszdmolunk. Ha vannak, kiszdmoljuk a lokalis maximum és minimum értékeit, a fiigg-
vény hatdrértékét (esetleg jobb oldali és bal oldali hatdrértékét) minden olyan pontban, amely az értelmezési
tartomany olyan torlédédsi pontja, amelyben nincs értelmezve a fiiggvény.

7. Vazoljuk a fliggvény menetét.

1.9. Taylor-polinom, Taylor-formula

1.9.1. Motivacio

Lattuk egy fiiggvény elsé és masodik derivaltjanak szerepét. Ezek altalanositasaként vezessiik be a magasabb rendi
derivaltakat.

1.49. Definicié. Ha f’ differencidlhaté a-ban, akkor f”(a) := (') (a).
Ha f” differencidlhaté a-ban, akkor " := (") (a).

Ha f*) differencidlhaté a-ban, akkor f*+1(a) := (f*))(a), k =1,2,.... Ily médon definidlhaték a megfelels f*)
derivéltfiiggvények is, k = 1,2,...

Megjegyezziik, hogy vesszékkel csak az elsé harom derivéltat szoktuk jelolni, tehat f() := f/, f&) = 7 fB) .=
= f. Néha az f(© := f megéllapodas is hasznos.

Azt mondjuk, hogy f akdrhdnyszor differencidlhaté a-ban (vagy végtelen sokszor differencidlhaté a-ban), ha minden
k € N esetén létezik £ (a).

Az elég sima” fiiggvényeket j6l kozelithetjiik polinomokkal. Azt mér 1attuk, hogy ha f differencidlhaté a-ban, akkor

az egyenletli
ea(x) = f(a) + f'(a) - (x —a) (z€R)
érintére
ea(a) = f(a);
tovabba e/ (z) = f'(a), igy e/, (a) = f'(a), azaz az e,-nak és az f-nek az a-beli derivéltja is megegyezik.
Lathaté az is, hogy
@) —enls) _ f@) - (@t @) @) ) - fla)

Tr—a Tr—Qa Tr—a Tr—Qa Tr—a r—Qa

— J'(@) =0,

ami azt fejezi ki, hogy az e, érintéfiiggvény olyan kozelitése az f fiiggvénynek, hogy ha az f(x) — e, (x) kiilonbséget
(z — a)-val elosztjuk, még ez a hdnyados is 0-hoz kozeli, ha x kozel van az a-hoz.

Az e, érintbfiiggvény csak egy legfeljebb els6foki polinom (egyenes egyenlete). Milyen legyen az a magasabb foku
polinom, amely a még pontosabb kozelitést lehetové teszi?
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ELSO FEJEZET 1.9. TAYLOR-POLINOM, TAYLOR-FORMULA

Legyen P(z) := 3 — 2x + 42% — 52°. Ekkor P(0) = 3.

P'(z) = =2+ 8z — 1527, P'(0) = -2,
P’ (z) =8 — 30z, P"(0) =8,
P"(z) = -30, P"(0) = —30.
Koénnyen ellenérizhetd, hogy minden z € R esetén
P// O P/l/ O
P(x) = P(0) + P'(0)x + QE )x2 + 3'( )x3,

azaz egy polinomot igen j6l kozelitettiink (ebben az esetben pontosan eldéllitottunk) egy olyan polinommal, amely-
nek egyiitthatéi a fiiggvény magasabbrend(i derivdltjai egy pontban (most ez a pont a 0 volt), elosztva a derivalt
rendjének faktorialisaival.

1.9.2. Taylor-polinom és Taylor-formula

1.50. Definicié. Legyen f az a pontban n-szer differencidlhaté fiiggvény. Definidlja T,, , : R — R,

" (n)
T o(#) = Tuale) = (@) + (@) (0 —a) + T ooy 1 LD gy (1.9
az f fligguény a ponthoz tartozo n. Taylor-polinomjdt. Konnyen ellenérizhetd, hogy
Too(a) = f(a), Ty o(a) = f'(a), T} (a) = f"(a),..., T (@) = f7(a). (1.10)

Tovabbd, T1,, = eq.
1.51. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy legfeljebb n-edfoku p polinomra

p(a) = f(a), p'(a) = f'(a), p"(a) = f"(a),...,p" (a) = f"(a)
teljesiil. Igazoljuk, hogy ekkor p =T, ,!
A kovetkezd tétel segitségével meg lehet becsiilni, hogy az n-ed fokt Taylor-polinom mennyire j6l kozeliti a fiiggvényt.

1.52. Tétel (Taylor-formula Lagrange-féle maradéktaggal). Legyen f : R — R, a € D(f). Tegyiik fel, hogy IK (a) C
C D(f), hogy f n+ l-szer differencidlhaté K(a)-ban. Legyen x € K(a) tetszbleges. Ekkor létezik olyan ¢ = c(z) az
a és az x kozott, hogy

f(n+1)(c)
(n+1)!

Bizonyitds. Legyenek r,p: K(a) — R az aldbbi médon definidlva:
T(t) = f(t) - Tn,a(t)v
p(t) == (t - a)"™+,
Az (1.10)-b6l, valamint egyszerii szamoldssal kovetkezik, hogy

r(a) =7'(a) =71"(a) = =r"(a) =

o

pla) =p'(a) =p"(a) = --- = p™(a) =

flz) =Tho(x) + (xz — a)”“. (1.11)

Maésrészt ¢ # a esetén p(t) # 0,

pt)=m+1)-(t—a)" #0,
pPlt)=(m+1)-n-(t—a)"" " #0,

() = (n+ )1 (£ a) £0,
PI(E) = (n 4 1)1,
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1.9. TAYLOR-POLINOM, TAYLOR-FORMULA ELSO FEJEZET

Legyen 2 € K(a) tetsz6leges. Tegyiik fel, hogy = > a. Alkalmazzuk az Cauchy-féle kozépértéktételt az [a, ]
intervallumon az r és p fiiggvényekre! Mivel ¢t € (a,x) esetén p’(t) # 0, azért ey € (a, z) olyan, hogy

(o) _ 7(e) ~rla) _r'e) 1)
p(x)  plx)—pla) pla)
Ismét az Cauchy-féle kozépértéktételt alkalmazva az [a, c1] intervallumon az 7’ és p’ fiiggvényekre azt kapjuk,
hogy Jes € (a, ¢1) olyan, hogy
r(e) _ r'(e) —r'(a) _ 1"(c2)

= = . 1.13
Pe)  Ple) - ra)  p(ea) (149)
Ezt a 1épést még (n — 1)-szer alkalmazva, az utolsé esetben 3¢, 41 € (a,c,) olyan, hogy
™ (cp) _ r™(e,) —r™(a) _ () (cpiq) _ FO (1) (1.14)
p(n) (Cn) p(n) (Cn) — p(n) (a) p(’fb+1) (CnJrl) (’n, —+ 1)' ’
(Nyilvén Th.a legfel e b n edfoku polinom, ezért TT(L a+ ) mér azonosan 0. )
Osszefoglalva az 11.14)) 1épéseket:
f@) = Tnalx) _r(@) _r'(cr) _ _ r" eppn) _ O ()
(@—a)"tt  plz)  pla) T pr D (ean) (1) T
ezért a ¢ 1= cpy1 € (a, ) valasztissal
_ f(n—H)(c) n+1
f(@) = Thalz) = W(x —a)",
ami éppen (1.11]). O

1.53. K6vetkezmény. Ha a fenti tétel feltételei mellett még azt is feltessziik, hogy f"+1) korldtos K (a)-n, akkor

lim f(l‘) — Tn,a(x)

=0.
z—a (x —a)”

Bizonyitds. A tétel szerint létezik ¢ = c(x), hogy

[(@) = Toala) _ £ ()
(x —a)? (n+1)!

(r—a) =0,z —a,

felhasznélva f("+1) korlatossagat. O

1.54. Megjegyzés. Az elébbi kovetkezmény akkor is igaz, ha f-r6l csak annyit tesziink fel, hogy n-szer differencidlhaté
a-ban. Ekkor a bizonyitas nehezebb.

1.55. Kovetkezmény. Legyen D(f) = I intervallum, f akdrhdnyszor differencidlhaté az I intervallum belsejében,
valamint legyen a,x € int I régzitve. Ha taldlhaté K = K(x) > 0, hogy minden y szamra a és x kozott

)| <K@, nen,

akkor

") (q 2 r(n) (g
f(z) = lim T, 4(x) = lim (f(a)+f’(a)(x—a)+...+f ( )(x—a)”>:zf ( )(x—a)".

n—oo n—oo0 n! n!
n=0

Bizonyitds. A feltétel szerint az (|1.11]) Taylor-formula maradéktagjdra minden rogzitett x esetén

f n+1) L
_ T _ n-+ < _ n+1 0
|f(x) n—l—l a) Sy |:E al — 0, n — o
teljesiil, felhasznalva, hogy lim bn—ﬂ, = 0 tetszdleges b € R esetén. Ebbol az éllitas addodik. O
n—oo :
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1.56. Definicié. A fenti tételben kapott

> £(n) (g
Zf ()(:cfa)” (1.15)

végtelen sort az adott f fliggvény a pont korili Taylor-sorédnak nevezziik.
A kovetkezOkben megadjuk a legfontosabb elemi fiiggvények Taylor-sorét.

1.57. Tétel. A kovetkezd sorfejtések érvényesek az a = 0 pont koril:

1 o0
- n _
m = Z xT 1<z < 1,
n=0
X n
e’ = Z x—' z €R,
= n!
St 2n+1
x
sinx = 1)t e R,
inx Z( ) GnE1) T
n=0
> x2n
= —1)" eR
cos T Z( ) o)l x ,
n=0
e 2n+1
x
hz= I € R,
sh z ;J @n T 1) x
chz= — rz eR.
|
— (2n)!
Bizonyitds. Az —— = Y°° a" egyenléség |x| < 1 esetén a tanult mértani sorosszeghél kovetkezik. Mésrészt
1—x n=0

konnyen lathatd, hogy

(n) (n)
1 n! 1

= =nl
(1 —id) i) <1 —id> (0) =nt,

tehat a sor valéban egy (1.15)) alakd Taylor-sor.
Ellenérizziik most az egytitthaték helyességét a tobbi fiiggvény esetén!

exp(”)(O) =el=1,

sin0 = 0, n = 4k;
sin(")(O) _ C(.)SO =1, n =4k + 1;
—sin0 =0, n =4k + 2;
—cos0= -1, n=4k+ 3,
cos0 =1, n = 4k;
—sin0 =0, n =4k + 1;
cos™(0) =
—cos0=—-1, n=4k+2;
sin0 = 0, n = 4k + 3,
h 0= = 2k;
Sh(n)(O): sh 0 O, n k,
ch0=1, n=2k+1,
h0o=1 = 2k;
sh0=0, n=2k+1.
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1.10. L’HOSPITAL-SZABALY ELSO FEJEZET

Ebbol a Taylor-sorok alakja adédik - csak a konvergencia maradt kérdéses. Ennek igazolasara az[1.55] Kovetkezmény
teljesiilését fogjuk megmutatni a fenti fliggvényekre. Legyen a = 0 és x rogzitve az adott fiiggvények értelmezési
tartomanyabdl. Ekkor a 0 és x kozé esé minden y esetén

1.10. L’Hospital-szabaly

oon

=7 alaku fiiggvényhatarértékek kiszdmitdsdhoz ad segitséget.

A L’Hospital-szabaly a ,,%” és a

1.58. Tétel (L'Hospital-szabdly). Legyen f,g € D(«, 8) (ahol a, 8 = to00 is lehet). Legyen a € [, 8]. Tegyiik fel,

hogy
limf =limg=0

vagy
lim g = 400 vagy — oo.
a

Ekkor ha létezik lim ch—:, akkor létezik lim 5 18, €s
a a

/
lim i = lim f—/
a g a g
Bizonyitds. Abban a speciélis esetben végezziik el a bizonyitdst, amikor a € (o, 8), f(a) = g(a) = 0. Jeldlje
/
lim f—/ =:LeR.
a g
Ekkor a hatarérték definicidja szerint Ve > 0 szdmhoz 36 > 0, hogy Va € Ks(a) C (o, ), = # a esetén
f'(@)
g'(x)

€ K.(L).

Legyen x € Ks(a) tetszlleges, x # a. Az [ és g fliggvényekre az Cauchy-féle kozépértéktételt alkalmazva
[a, x]-en (vagy [z, a]-n) kapjuk, hogy Jc € Kj(a) az a és = kozott, hogy

f@) _ f@) = @) _ 1)

fey /
1@ _ 1O e
g(@)  g'(c)
is teljesiil, amibol a hatarérték definiciéja alapjan kovetkezik, hogy
lim i = L.
a g
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1.59. Példa. A L’Hospital-szaballyal szamitsuk ki a

. cosx — cos3x
lim ———
z—0 ,’E2
hatarértéket. Mind a szamlédlé, mind a nevezd 0-ban 0, ezért a derivaltak hanyadosanak a hatarértékét elég kisza-
mitani.

. (cosz — cos3x) . —sinz + 3sin3x 1. sinz 3. sindz
lim ———— = lim = —— lim + — lim
z—0 (w2)l z—0 2z 220 x 220 o

1 9 sin 3x 1 9

=14 - 4l =4
5 1T T 213
fgy \
i SO8% —2COS T _
x—0 x

A derivéltak hdnyadosdnak hatdrértékét szintén szamolhattuk volna a L’Hospital-szaballyal:

. —sinx + 3sin3z . —cosx+ 9cos3x —-1+9
lim = lim = =
z—0 2x z—0 2 2

4.

Ez az okoskodds azonban ,farkédba harapé kigy6”-jellegii, hiszen a sin derivéltjdnak meghatarozdsakor (1d. a@ oldalt)
éppen a lim, o *3* = 1 nevezetes hatarértéket hasznaltuk fel (amit az el6z6 félévben igazoltunk)...

Sajnos, még a L'Hospital szabalyok sem tudnak minden ,kritikus” hatarérték-feladatra konnyt vélaszt adni.

1.60. Példa. Mennyi a
. sh(z+2)
lim ——=
z—o0 sh(z — 2)

hatarérték?
lim sh(z +2) = lim sh(z — 2) = +o0.

T—0o0 T—00

Ha a derivaltakat nézziik, akkor
lim ch(z 4+ 2) = lim ch(z —2) = 400,

ha ezek derivéltjait vizsgaljuk, akkor

lim sh(z +2) = lim sh(z — 2) = +o0,

T—00 T—00

és igy tovabb. Tehat nem kapjuk meg a hatarértéket a L’Hospital szabdly alkalmazésaval.
Megjegyezziik, hogy

—2

sh(z + 2) L ett2 g (@t2) e & 4

—— = lim ——F—— = lim —%—5- =¢",
T—r00 Sh(x — 2) z—00 @72 — e_(w—2) rx—00 g2 _ %
por

amit akar a derivaltak hanyadosainak hatarértékébdl is kiszamithattuk volna...
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Masodik fejezet

Integralszamitas

2.1. Riemann-integral

2.1.1. A Riemann-integral definicidja

A Riemann-integral 1ényege: ,a fliggvény grafikonja és a vizszintes tengely altal hatdrolt sikidom teriilete”.

A teriilet matematikai fogalma: olyan T : M — [0, +o0) fiiggvény, ahol M a sik mérhetd részhalmazait jelsli, és a
kovetkez6 axiémak teljesiilnek:

Teriilet-axiomdk.
1. Ha H téglalap, oldalhosszai a és b, akkor H € M és T(H) = a - b;
2. Ha Hy,Hy € M és Hy C Hy, akkor T(H;) < T(Hs) (monotonitds);

3. Ha Hi, Hy € M, és van olyan e egyenes, hogy az e éltal hatdrolt félsikok egyike tartalmazza Hi-et, masika
Hs>-t, akkor H; U Hy € M és T(Hl @] H2) = T(H1> + T‘(I’IQ)7

4. Ha a stk egy B részhalmaza teljesiti a kovetkezé feltételt: minden € > 0 esetén léteznek olyan A,C' € M
halmazok, hogy AC B C C és T'(C) —T(A) < ¢, akkor B € M.

2.1. Definicié. Legyen [a,b] korldtos és zart intervallum, és vélasszunk valamely n € N esetén z;, i = 0,...,n
osztopontokat az aldbbi mdédon:
a=x9 <21 <XTo- < Ty, =0>0

Az [a,b] intervallum egy felosztdsa a ® = {I4,...,I,} véges intervallumrendszer, ahol I; = [z;_1,2;], i = 1,...,n.
Az [a,b] intervallum felosztdsainak halmazat jelolje Fa, b].

To=a 1 U Ti-r ox; T b=uay,

2.1. dbra. Az [a,b] intervallum egy felosztdsa

2.2. Definicié. Legyen a ® € Fla,b] és U € Fla, ] felosztdsok egyesitése (vagy kozds finomitdsa) az a & V ¥-vel
jelolt felosztds, melyet igy kapunk, hogy ® osztépontjaihoz hozzdvessziik a U osztépontjait (vagy forditva), és az
igy kapott 1j osztéponthalmazhoz tartozé intervallumrendszert tekintjiik.
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2.3. Definicié. Adott f : [a,b] — R korldtos fiiggvény és ® = {I,...,I,} € Fla,b] felosztds esetén definidlja a P
felosztashoz tartozé alsé kozelitéisszeget

(@)= 3 (it 1) I

i=1

felsé kozelitéosszeget

ahol |I;| := x; — x;—1 az I; intervallum hossza.

To=a X1 To " Tp-—1 b:xn

2.2. dbra. Egy fels6 kozelit6osszeg

2.4. Allitas. Tetszbleges f : [a,b] — R korldtos fiigguény és ® € Fla,b] esetén
§5(®) = —s_ ().

Bizonyitds. sup;, f = —infr, (—f). O
2.5. Megjegyzés. Vilagos, hogy tetszéleges f : [a,b] — R korldtos fiiggvény és @ € Fla, b] esetén

57(D) < ().
Bizonyitds. Minden i esetén inf, f <sup,, f. O
2.6. Tétel. Legyen f : [a,b] = R korldtos figguény. Ekkor bdrmely ®,V € Fla, b] felosztdsok esetén

57(D) < Sp(W), (2.1)
Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy barmely ®, ¥ € Fla, b] felosztasok esetén

s5p(P) < sp(PV W) <SPV ) < Sp(D), (2.2)

amibdl (2.1) nyilvéan kovetkezik. A 2. egyenlétlenség a Megjegyzés alapjan nyilvanvals. A kovetkezékben azt
bizonyitjuk, hogy ha © € F[a, b] olyan felosztéds, melyet ®-bdl gy nyeriink, hogy EGY 1j osztépontot hozzdvesziink,
akkor

s5p(®) < 5¢(0). (2.3)

Ebbél az osztépontok szamara vonatkozo teljes indukcidval kovetkezik az els6 egyenlétlenség (2.2))-ben. A 3. egyen-
16tlenség bizonyitasdhoz pedig alkalmazzuk ezt f helyett a —f fiiggvényre, és hasznaljuk fel a Allitést, amib6l

Sf(q) vV \I’) < Sf(\l/) = s,f(q)\/ \I/> > s,f(\I/).
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a=x X X X X U X X, X_ . X =b
n-1 X,

2.3. dbra. Az u osztépont hozzavételével valtozé alsd kozelitéosszeg
Legyen tehit © € Fla,b] olyan felosztds, melyet ®-bdl igy nyeriink, hogy annak z; és x;11 osztépontjai kozé
felvesziink még egy u osztépontot, vagyis © osztépontjai
=290 <] < <X <ULS Xig1 < - <xp=>b.

A (2.3) egyenlétlenség két oldalardl az azonos tagokat elhagyva azt kell belatnunk, hogy
( inf f) (g1 — ) < ( inf f) (u—x) + ( inf f) (i1 — u).
[@s,@i11] [@i,u] [w,@i41]

Mivel inf(,, ,, ) f < infj,, o f és inf[,,
mint a nagyobb halmazon vett), ezért

1 f <infp, 4, .1 f (kisebb halmazon vett infimum nagyobb vagy egyenld,

Ti+1

( inf f) (u—m;) + < inf f> (i1 —u) > <[ inf f) ((u =) + (@ig1 —u))

[@i,u] [w,mit1] TiyTit1]

= ([ inf f) . (Z‘i+1 — i‘i),

zig1i+1]

igy az allitast belattuk. O

2.7. K6vetkezmény. A
{57(®): ® € Fla,b]} és {S;(P): D € Fla,b]}

halmazok kézil a bal oldali halmaz minden eleme kisebb vagy egyenld a jobb oldali halmaz minden eleménél. Ebbdl
az s kovetkezik, hogy az elsé halmaz felilrél, a mdsodik alulrol korldtos.

2.8. Definicié. Definidlja az f : [a,b] — R korldtos fiiggvény Darbouz-féle alsd integrdljdt

b
/f:: sup{s¢(®) : & € Fla, ]}, (2.4)
és Darbouz-féle felsé integraljat
b
/ fim inf {Sp(®): @ € Fa,b]} . (2.5)

A Kovetkezmény alapjan
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2.9. Definicié. Egy korldtos f : [a,b] — R fiiggvényt Riemann-integrdlhaténak mondunk, ha

b b*
[+

Ha f Riemann-integralhatd, akkor az alsé és fels6 Darboux-integralok kozos értékét f Riemann-integrdljinak ne-

/bf vagy /bf(x) dz.

2.10. Példa. A Dirichlet-fiiggvény nem Riemann-integrélhaté [0,1]-en.

vezziik, és az aldbbi mdédon jeloljiik:

Bizonyitds. Konnyen lathat6, hogy barmely ® € F[0,1] esetén
SD(‘P) =0¢és SD((I)) = 17

tehat
1 1.
/D:O</ D=1
0 0

2.11. Példa. Az f(z) = 22 fiiggvény Riemann-integralhaté [0,1]-en és

/ 1
2
do = -
0

Bizonyitds. Rogzitett n € N esetén legyen a @, felosztds az az intervallumrendszer, amit a

2 -1
{07 777"'7n 71}
n n

Sf(‘bn):Z(i_l) -i_ (”_1)'(:1'3(2”—1)
n+1)-(2n+1)

Sf(q)”):g;(;)z'i:n'( v ,

, ha n — oo. Ebbdl kénnyen lathat6, hogy f(x) = z? Riemann-integralhaté
O

3=

osztopontok hataroznak meg. Ekkor

)

n

tehdt sp(®,) — 5 és Sp(Py) — 3
[0,1]-en, és Riemann-integralja %

2.12. Példa. A c-vel jelsl konstans c¢ fiiggvény Riemann-integralhaté tetszéleges [a, bl-n, és

b
/c:c-(b—a).

Bizonyitds. Koénnyen 14thaté, hogy tetszbleges @ € Fla, b] esetén s.(®) = S.(P) = ¢+ (b — a), amibél az allitds
O

adodik.
28
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Vildgos, hogy kevés, csak nagyon specidlis fliggvénynek tudjuk a fenti médon kiszamitani a Riemann-integraljat.
Ezért sziikségiink lesz a Riemann-integralhatésdg egy jol hasznéalhaté kritériuméra.
A tovabbiakban jelclje

Rla,b] :={f : [a,b] = R : f Riemann-integralhatd} .

A kritérium megfogalmazasahoz vezessiik be egy fiiggvény adott felosztashoz tartozé oszcillacios Gsszegének fogal-
mat!

2.13. Definicié. Ha ¢ € Fla, b], akkor az

0 (®) 1= S;(®) — 8;(®) = Z(

i=1

sup f — inff) | 1]
I; I;

n

= Z(Sup{\f(x) W) xy € LY) - Ll =) wsl) - 1]

i=1

szamot az f fiiggvény & felosztashoz tartozé oszcilldcios dsszegének nevezziik. Az
wy(l) = sup f —inf f = sup {f(x) = f(y) : 2,y € i}

az f fliggvény oszcillacidja az I; intervallumon.
2.14. Allitas. Ha ®, U € Fla,b] tetszbleges felosztdsok, f - [a,b] — R korldtos figguény, akkor
Qp (V) <Qp(D).
Bizonyitds. A egyeldtlenséghdl kovetkezik. O

2.15. Tétel (Leghasznosabb kritérium Riemann-integralhatdsigra). Egy korldtos f : [a,b] — R fiigguény pontosan
akkor Riemann-integrdlhatd, vagyis f € R|a,b] pontosan akkor, ha minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan ® = ®(¢) €
€ Fla,b] felosztds, melyre Qp(P) < e.

Bizonyitds. 1. irdny: Tegyiik fel, hogy f Riemann-integrdlhaté, és legyen € > 0 rogzitve. A Definicié szerint
tudjuk, hogy

és létezik Py € Fla, b], hogy

Ezekbol, a (2.2)) felhaszndlasaval kapjuk, hogy

b b
/f—%z /f—%<sf(<1>1)gsf(<1>1v<1>2)§5f(<1>1\/<1>2)

a

b b
* € €
SSf(<I>2)</ f+§=/f+§,

29



2.1. RIEMANN-INTEGRAL MASODIK FEJEZET

amibdl ¢ := P, V &, vilasztassal

b b
(@) = 5y(8) —s,(@) < [ 15— ([ £-5) =<

2. irdny: Tegyiik fel indirekt, hogy a tétel allitasaban szerepld feltétel teljesiil minden pozitiv e-ra, de

b b*
/*f</f.
b* b

- | f—/*f>0,

és valasszunk e-hoz ® € Fla, b] felosztast Ugy, hogy Q;(®P) < e. Ekkor

Legyen

b
sf(<I>)§ f</ fSSf((b)ZSf((I))+Qf((I>)<Sf((I))+E.

Ebbdl viszont
b b
c=sy@re-s@)> [ 1o [ 1,
ami ellentmondas. O

Most nézziik meg, mi volt Riemann eredeti definicidja a fenti integralfogalomra! A definicié bizonyos értelemben
hasonlitani fog a mi ,leghasznosabb kritériumunkhoz”.
Mese: Az integralhatdsag Riemann-féle eredeti definicidja
2.16. Definicié. Ha ® = {Iy,...,I,} € Fla, b] egy felosztds, akkor definidlja ® finomsdgdt
|| :=max{|;|:i=1,...,n}.

2.17. Definicié. Legyen ® € Fla,b], ® = {I1,...,I,} felosztds, és £ = (&1,...,&,) € R™ tetszbleges, a @ felosztdsra
lleszkedd vektor, vagyis
Lel,i=1,...,n,

jelolésben: & x ®.
61 €l gn

To=a 1 T Ti—1 Xy Tp—1 b=a,

2.4. abra. Felosztasra illeszkedd vektor

Ekkor a

n

of(®,€) = Zf(ﬁi) - |4

i=1

szémot az f figgvény (P, &) parhoz tartozé Riemann-dsszegének nevezzik.

2.18. Megjegyzés. Tetszlleges ® € Fla,b] és £ ox @ vektor esetén

57(®) < op(®,8) < Sp(P).
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2.5. dbra. Egy Riemann-6sszeg

2.19. Definicié (Az integralhatsidg Riemann-féle kritériuma). Legyen f : [a,b] — R. Ekkor azt mondjuk, hogy f

Riemann-integrdlhatd [a,b]-n és f; f = A, ha minden ¢ > 0 szdmhoz 1étezik olyan § > 0, hogy minden ® € Fla, b],
|®| < § felosztds, és minden & o P esetén

o () = A| < <.

2.20. Megjegyzés. A definiciébdl kovetkezik f korldtossdga. [a, b]-n.

A Heine-tétel felhasznéldsaval lathaté be, hogy minden folytonos fiiggvény Riemann-integralhato.

2.21. Tétel. Cla,b] C Rla,b], vagyis minden, az [a,b] intervallumon folytonos figgvény Riemann-integrdlhaté
[a, b]-n.

Bizonyitds. Legyen f € Cla,b]. A Tétel integralhatosagi feltételét fogjuk haszndlni, tehat legyen € > 0 rog-
zitett, és keresiink hozzd olyan ® € Fla, b] felosztést, melyre Q;(P) < e. A Heine-tétel alapjan f egyenletesen is
folytonos [a, b]-n, tehdt az /(b — a) pozitiv szdmhoz 1étezik olyan § > 0, hogy ha t,s € [a,b], |t — s| < ¢, akkor
[F(t) — f(s)| < &/(2(b— a)). Vélasszunk egy olyan ® felosztést, melynek finomsiga kisebb, mint §, vagyis |®| < 4.
Péld4ul, legyen n € N olyan, hogy b_T“ < J és a O felosztas osztopontjait definidlja

. b—a
Tii=a+1-

,1=0,...,n.

Ekkor az I; = [x;—1,x;] intervallumban barmely két szdm kiilonbsége legfeljebb I’_T“ < 4, igy itt a fliggvény oszcil-
laciéja
€

(1) = sup {1F(0) = )] 1o € 1} < s,

Erre a felosztasra tehat
2 5 - €
Qe(P) = Ii . Il < —n Ii =3 )
) =D wph) Wl < gy Dol = G <
amivel az allitast belattuk. O

2.22. Megjegyzés. A fenti tétel megforditasa nem igaz! Tehdt nem minden Riemann-integralhaté fiiggvény folytonos.
Koénnyen meggondolhatd, hogy ha egy [a, b]-n folytonos fiiggvényt egy pontban .elrontunk” gy, hogy ott ne legyen
folytonos, akkor Riemann-integralhaté marad (pl.a Leghasznosabb kritérium segitségével meggondolhato).
Hasonldan, ha véges sok pontban szakad egy fliggvény, akkor is Riemann-integralhaté.

2.23. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — R olyan korlatos fiiggvény, mely megszamlalhatéan végtelen sok
pont kivételével folytonos, akkor f Riemann-integrdlhaté [a,b]-n!

2.24. Tétel. Ha f € R[a,b], akkor |f| € RJa,b].
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Bizonyitds. Legyen f € Rla,b] és € > 0 rogzitve. A Tétel alapjdn e-hoz létezik olyan ® € Fla,b] felosztds,
melyre Q7 (®) < e. Megmutatjuk, hogy ekkor Q)7 (®) < Q(®) < ¢ is teljesiil. Mivel adott ® felosztds esetén

®) = wy(I
i=1
ezért elég belatni, hogy minden i-re
w)f (L) < wyp(ly).
A héromszog-egyenlétlenség miatt tetszéleges x,y € I; esetén
[f @) = fW)] < |f(z) = Fy)l S wp(L),

amibdl
wyp)(Li) = sup{|f(z)| = [f(W)| : 2,y € L;} S wy(L;).

2.25. Allitas. Legyen f € Rla,b], a < a < B <b. Ekkor flia,p5 € Rla, 8]

Bizonyitds. A Tétel szerint minden € > 0-hoz van olyan ® € Fla, b], melyre Qf(®) < €. Véve ezen felosztés
[a, ] intervallumba esé osztépontjait és az igy kapott U € Fa, f] felosztést kapjuk, hogy

Qf“aﬁ](‘lf) < Qf(q)) <e€

O
2.26. Tétel. Ha f,g € R[a,b], akkor f-g € Rla,b).
Bizonyitds. Legyen e > 0 rdgzitve, és a[2.15] Tétel alapjén keresiink hozzd ® € Fla, b] felosztast. Definidljuk
K := max{sup|f|,sup|g|},
[a,b] la,b]
és vélasszunk 5%-hoz @y, ®, € Fla,b] felosztasokat, melyekre
Qp (D) < —— és Qy(By) < —
f f 2K s g g 2K
(Ha K =0, az érdektelen eset.) Tekintsiik ezen felosztdsok egyesitését:
O =5V O,
Ekkor a Allitas alapjén
€
Qr(P) < — és Q —
H(8) < 5 65 0y (@) < =
is teljesiil. Legyen I; € ®, ekkor a haromszog-egyenlotlenség alapjan minden z,y € I; esetén
[f(@)g(x) = f(y)g()| = [f(x)g(x) — f(@)g(y) + f(x)g9(y) — f(y)g(y)|
< [f(@)llg(z) —g()| + 1f(z) = fFW)llg(y)]
S K -wy(li) +wy(l) - K = K- (wy(Li) + wy (1))
Ebbdl
wr.g(Li) = sup{[f(x)g(x) = f(y)g()| : v,y € Li} < K - (wy(Li) + wy(Ls)).
Osszegezve i = 1,..., n-re kapjuk
Qp.(@ wag L <YK - (wll) + wp (1) - 1|
i=1
K- Q@)+ K-Q(®) <K —— +K-— =¢
- g ! 2K 2K
O
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2.1.2. A Riemann-integral tulajdonsagai

2.27. Allitss. RJa, b] vektortér R felett a szokdsos fiigguénymiiveletekre nézve.
Bizonyitds. Legyen f,g € R[a,b]. Megmutatjuk, hogy ekkor (f + g) € R[a,b], és

b

/b(f+9)=/f+/bg- (2.7)

a

Mivel barmely I; C [a,b] esetén
inf f +infg < inf(f +g) é sup(f +g) < sup f +supy,
i i i I; I; I;

ezért tetszbleges ® € Fla, b] felosztdsra
57(D) + 85(®) < s744(®) 65 Sp1y(®) < Sp(®) + 5, (®).
Legyenek most ®, U € F[a, b] tetszbleges felosztasok. A fentiekbdl és a (2.2) egyenlStlenségekbdl kapjuk, hogy

5F(P) 4 5(¥) S sp(PV ) +55(PV ) < 5544(PV ) <
<Spig(@V ) <SPV )+ Sg(PVTE) <Sp(P)+ S4(T).

A bal oldalon véve el6szor ®-ben, majd W-ben supremumot, a jobb oldalon pedig infimumot, kapjuk, hogy

b b b b* b* b*
[+ [a< [6ras< [uras< [+ [0

Mivel az egyenlétlenségsorozat két vége megegyezik, ezért kovetkezik, hogy (f + g) € Rla,b] és (2.7) teljesiil.
Legyen most f € R[a,b] és ¢ € R tetszbleges. Megmutatjuk, hogy ekkor (c¢- f) € Rla,b], és

Jen=cfs (2.8)

Konnyen 14thatd, hogy tetszéleges ¢ > 0, ® € Fla, b] esetén
Se.f (@) =c-55(P) és Se.p(P) = - S§(P),
amibdl az allitds mindkét része adédik. Negativ ¢ esetén

Se.f(P) =c- Sf(P) és Se.f(P) =c- 5¢(P),

amibol
b b
/(c-f) — sup {501 (B) : & € Fla, b]} = sup {c- S5(@) : ® € Fla,b]} = - inf {S;(®) : b € Fla, b]} = c-/f,

és ugyanigy

b b
[en=c [
Tehat az allitas ekkor is kovetkezik. O
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2.28. Allitas (Intervallum szerinti additivitas). Legyen f : [a,b] — R figguény, a < ¢ < b. Tegyiik fel, hogy
flia,q € Rla, ] és flicy € Rlc,b]. Ekkor f € Rla,b], és

iijf+jf (2.9)

Bizonyitds. Mivel f korldtos [a, c]-n és [c, b]-n, ezért korldtos [a, b]-n is. Véve tetszOleges @1 € Fla, c] és P2 € Flc, b]
felosztésokat, az ezekhez tartozd részintervallumok rendszereinek egyesitésébdl kapunk egy ® € Fla, b] felosztést.
Konnyen lathaté, hogy

b b
5flia,el (q)l) + 5 flie,l ((1)2) = Sf(q)) < /f és / < Sf(q)) - Sfl[u,c] ((I)l) + Sf\[c,b](q)Q)'
Az bsszes @1 € Fla, ] ill. @y € Fe, ] felosztasra vett supremumra ill. infimumra kapjuk, hogy
c b b b . . b .
[+ o< fr<[r<[r+]s
A feltétel szerint az egyenlStlenségsorozat két vége megegyezik, amibél f € R|a, b] és (2.9)) addédik. O

2.29. Allitis (Integrandus szerinti monotonitds). Legyenek f,g € Rla,b] figgvények, és tegyiik fel, hogy minden
x € [a,b] esetén f(x) < g(x). Ekkor
b b
/fﬁ/g

Bizonyitds. Kénnyen 14thatd, hogy minden ® € Fla, b] esetén

amibol

b b b b
Ji- [ fo- o

0
2.30. Koévetkezmény. Bdrmely f € Rla,b] figguényre fenndll:
b b
JEEAL
Bizonyitds. Minden x € [a, b] esetén
(=1 (x) = =1f(@)| < f(z) < [f(2)| = |f|(=),
amibdl az allités a[2.20 Allftés szerint kévetkezik. 0

2.31. Allitas (Integral triviélis becslése). Legyen f € Rla,b]. Ekkor

b

(inff)-(b—a)S/fé(supf)-(b—a)~

[a,b] (a,b]
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Bizonyitds. A bizonyitas azonnal adodik a Allit4snak az inf f konstans fiiggvény és f ill. f és a sup f konstans
fiiggvényre valé alkalmazasabdl. Mésképp meggondolva: a & = {I;} felosztdsra, ahol I; = [a, b]

(inlf] f)-(b—a)=5;(®), (supf)-(b—a)=5p(P)

[a, [a,b]
— az allitas ebbdl is kovetkezik. O
2.32. Kévetkezmény. Legyen f € R[a,b]. Ekkor

b

/f < (sup|f]) - (b—a).
J [a,b]

Bizonyitds. Konnyen lathato a Kovetkezmény és a Allités alapjan. O

Ezen becslések segitségével (folytonos fiiggvényekre) bizonyithaté a differencidlszamitdsban megismert kozépérték-
tétel analégja Riemann-integralra.

2.33. Tétel (Integralszamitds kozépértéktétele). Legyen f € Cla,b]. Ekkor létezik olyan c € [a,b], melyre

Bizonyitds. A Allitds alapjan és a Weierstrass-tételbs] kapjuk

b

I

min f = inf f < 2 < sup f = max f.
[a,b] f [a7b] f b —a [a,b] f [a,b] f

A Bolzano-tétel miatt van olyan ¢ € [a, b], melyre

amivel az allitast belattuk. O

2.2. Primitiv fiiggvény

Ebben a fejezetben legyen I nyilt intervallum. Jelolje C'(I) az I intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények
halmazat és D(I) az I intervallumon differencidlhaté fiiggvények halmazat. Ezek R felett vektorteret alkotnak.
Jelolje D'(I) az D(I)-beli fiiggvények derivaltjainak halmazat:

D'(I):={F':FeDU)}.
2.34. Allitas. D'(I) is vektortér.
Bizonyitds. Hazi feladat. O

2.35. Megjegyzés. C(I) és D(I) nem csak vektortér, hanem gyfir(i, s6t algebra is (a szokdsos miiveletekkel). D'(I)
nem alkot sem gytr{t sem algebrat.

2.36. Definicié. Legyen f € D'(I) adott fiiggvény, azaz létezik olyan F' € D(I), hogy F' = f. Ekkor minden ilyen
F € D(I) fuggvényt az f fiiggvény primitiv (elsédleges vagy eredeti) fiiggvényének vagy hatdrozatlan integrdljanak
neveziink.
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2.37. Allitas. Ha f € D'(I) és F € D(I) egy primitiv figgvénye, akkor barmely ¢ konstansfigguény esetén
(F+o) =1,

igy f-nek végtelen sok primitiv fiiggvénye van.

Bizonyitds. Trivialis. O

2.38. Allitas. Ha F az [ egy primitiv figguvénye, akkor f-nek minden mds G primitiv fiiggvénye elédll G = F + ¢
alakban valamely c konstansfiggvényre.

Bizonyitds. Az allitas feltételeibél kovetkezik, hogy
(F-G)=F-G=f-f=0,

vagyis (F'—G)' = 0 az egész I intervallumon. Ekkor az Allitds alapjén F — G konstansfiiggvény, és ezt akartuk
beldtni. O

Iz

(»integral” f) az f fliggvény primitiv fiiggvényeinek halmazét I-n. Ha f ¢ D’'(I), akkor [ f = 0. Ha f € D'(I),
akkor lattuk, hogy [ f = {F + ¢ : ¢ € R}. Ha nem okoz félreértést, akkor [ f minden elemét is az egyszertiség
kedvéért [ f-fel jeloljiik, tehdt
/
(o) =+

Szokésosak még az [ f(z) és [ f(x)dx jelolések is a primitiv fiiggvény x pontbeli helyettesitési értékére.

2.39. Definicié. Adott f fiiggvény esetén jelolje

2.40. Példa. Legyen I = R. Ekkor [coszdx = {sinz +c¢: c € R}.

Alapintegralok: 1d. gyakorlatokon.

Probléma. Hogyan lehet felismerni egy f : I — R fliggvényrél, hogy van-e primitiv fiiggvénye I-ben, vagyis f €
e D'(I)?

Vilasz. Sehogy! De adhaté sziikséges és adhaté elégséges feltétel.
2.41. Tétel (Sziikséges feltétel primitiv fiiggvény létezésére). Ha f € D'(I), akkor f Darboux-tulajdonsdgi.
Bizonyitds. Ld. az Tételt: egy fliggvény derivaltfiiggvénye Darboux-tulajdonsagu. O

2.42. Tétel (Elegendd feltétel primitiv fiiggvény létezésére). C(I) C D'(I), azaz ha f folytonos I-n, akkor f-nek
létezik I-ben primitiv fiigguénye.

2.43. Megjegyzés. Attdl, hogy van, nem biztos, hogy szamoldssal megadhaté...
Bizonyitds. Kés6bb. O
2.44. Példa. ﬁ az I = (1,400)-en, e~ az I = R-en. Bel4that6, hogy nincs elemi primitfv fiiggvényiik.

A primitiv fliggvény-keresés vagy hatdrozatlan integralas tulajdonképpen egy szamoldsi technika (kalkulusnak is
hivjék), lényegében a differencidlds miiveletének megforditdsa.

2.45. Allitas (Vektortér-tulajdonsdg).

1. Ha f,g € D'(I), akkor f + g € D'(I), emellett

/(f+g)=/f+/g.
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2. Ha f € D'(I), ¢ € R tetszbleges dllandd, akkor c- f € D'(I) (vektortér-tulajdonsdg), emellett

Jen=c[r

Bizonyitds. Héazi feladat. O

2.46. Tétel (Parcidlis integralds elve). Legyenek f és g differencidlhatok az I intervallumban, azaz f,g € D(I), és
tegyiik fel, hogy f -¢' € D'(I). Ekkor f'-g € D'(I), és ez utébbi (egy) primitiv figguénye:

/f’-g=f‘g—/f~g’~

Bizonyitds. Kell: (f-g— [ f-g¢') € D(I) — ez trividlis, és (f-g— [ f-¢') = [ - g, mivel

(f-g—/f-g’> =fl9g+f-9d-fd9d=F"g

2.47. Példa.

/lnxdazz 1 -lnzdr=_o -Inx— x 1 dx:x~lnx—/1dx:x-lnx—x.
~~ N~~~ ~~ O~~~ ~~
f(@)  g(z) fl@)  g(x) f(x) V/()
9’ (x

2.48. Tétel (Helyettesitéses integralds elve). Legyenek I és I* tetszéleges (nyilt) intervallumok, f € D'(I), g €
€ D(I*) adott fiiggvények, gy, hogy R(g) C I. Ekkor (fog)-g € D'(I*), és

/(fOQ).g’:(/f>og.

Bizonyitds. Legyen F := [ f, tehat F € D(I) és F’ = f. Ismeretes, hogy ekkor F o g is differencidlhaté [*-ban, és
(Fog) =(Fog)-g=(fog) g

fgy Fog=([f)og=[(fog) g O

2.49. Megjegyzés. A gyakorlatban g : I* — I bijektiv fiiggvényt érdemes valasztani, mert ekkor

/f= (/(fog)-9’>og‘1,

vagyis az eredeti primitiv fiiggvény meghatarozhato.

Klasszikus formalizmus.
!/ d /!
[ @ ds] ey = [ £l00)- g0, =30

2.50. Példa. [ V1 — a2 dx kiszdmitdsa az I = (—1,1) intervallumon. Helyettesitsiink  := sint-t, t € (=5, %) =: I*.
Ekkor % = sin’t = cost. Igy

/\/1fx2dx|m:5int:/ V1 —sin?t -cost dt:/|cost|~costdt:/cos2tdt
NIl 7

Flgt)=veos?t 9'()
—/1(1+ 2t)dt—1/1dt+3/ 2t dt
= 9 COS = 2 B (¢0)]

Lyl 2t—1(t+ int - cost)
2 4SlIl —2 Sin COS .

Ebbdl

(t + sint - m) | t=arcsin x

N

1
/ﬂdm = — (t+sint - cost) | imarcsine =
(arcsinx +x- \/ﬁ) .

(NN )
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2.3. Primitiv fiiggvény és Riemann-integral kapcsolata

2.3.1. A Newton-Leibniz tétel

A kovetkezékben kideriil, hogy mi a primitiv fliggvény és a Riemann-integral kapcsolata. Ez a XVII-XVIII. szazad-
ban élt Newton és Leibniz munkéssiaganak, egyben a differencial- és integralszamitasnak legfontosabb eredménye.

2.51. Tétel (Newton-Leibniz tétel). Legyen I nyilt intervallum, f € D'(I), [a,b] C I és f € Rla,b]. Ekkor f
minden F primitiv fligguényére

b
/sz@—me:wm=mz

Bizonyitds. Mivel f két primitiv fiiggvénye csak konstansfiiggvényben térhet el, a jobb oldal fiiggetlen F' valaszta-
sétol. Legyen ® € F[a, b] tetsz6leges. Ha ® osztépontjainak halmaza {xo,z1,...,2,}, akkor F|j, | ,.j-re alkalmazva
az Lagrange-kozépértéktételt 1étezik olyan &; € (x;_1,x;), melyre

Flag) = Fria) = F'(&) - (i — 2io1) = f(&) - (25 — i)
Osszegezve i = 1,...,n-re
zn; (F(xi) — F(xi-1)) = F(21) — F(20) + F(x2) — F(a1) + -+ F(x) — F(xn-1) = F(xy,) — F(20) = F(b) — F(a).
Nyilvanvaléan
sp(®) < Zn; f&) - (wi —wioa) = Zn; (F(zi) = F(zi-1)) = F(b) = Fa) < 5¢(®),

(hol kézépen egy Riemann-osszeg &ll, 1d. a Definiciét). Mivel f € R[a,b], ezért a fentiekb8l kapjuk, hogy

b b b* b
[t=[r<ro-rws< [ 1=

amibdl
b
/f:F@*F@%

és ezt akartuk belatni. O

A Newton-Leibniz tétel feltételeit teljesité fiiggvényekre bizonyithaték a primitiv fiiggvényeknél megismert parcidlis
és helyetettesitéses integralds szabalyai.

2.52. Tétel (Parcidlis integralds Riemann-integrdlra). Tegyiik fel, hogy az [ és g fiigguények kielégitik a Newton-
Leibniz tétel feltételeit [a,b]-n, és legyen (egy) primitiv figgvényik F ill. G. Ekkor f -G, F - g € R[a,b], és

b

jﬂG—WI%/F@

a

Bizonyitds. Mivel F és G differencidlhatdk, igy folytonosak, tehat Riemann-integralhatdk is [a, b]-n, 1d. Tétel.
A Tétel alapjan pedig a szorzatok Riemann-integraljai is 1éteznek. Mivel

(F-G) =f-G+F-y,
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ezért a Newton-Leibniz tétel alapjan

b
/U*G+Fy%%FGH

A Allités szerint a fenti egyenléség bal oldalara

b

jUWG+Fg%i/ﬂG+

a

Se—
|
©

amivel a bizonyitas teljes. O

Jelolés. f € Ra,b] esetén jelolje

a

!f:—jf

a

2.53. Tétel (Helyettesitéses integralds Riemann-integralra). Tegyiik fel, hogy [ kielégiti a Newton-Leibniz tétel
feltételeit [a,b]-n. Legyen tovdbbd g : [, B] — [a,b] (az [a, B]-ndl egy kicsit bévebb intervallumon) differencidlhato
bijekcid, melyre (f og)-g' € Rlw, B]. Ekkor

g7 ()

jfl/ (fog) .

g~ (a)

Bizonyitds. A feltételekbol azonnal kovetkezik, hogy g vagy szigorian monoton névé vagy szigorian monoton fogyo,
tehat g~ 1(a) = a, g~ 1(b) = B, vagy forditva. Mivel a f tetsz6leges F' primitiv fiiggvényére

(Fog) =(fog) g,

ezért a[2.51]1 Newton-Leibniz tétel szerint

(2.10)

ﬂ . 1",
[(ro9)-o = Fla(9) - Flgla) {F(b) ~F(a). ha g monoton nové;

F(a) — F(b), ha g monoton fogyé.

Maésrészt, szintén a Newton-Leibniz tétel alapjan

b
/f:F@—Fm)

Ha g monoton nové, a tétel azonnal kvetkezik ; ha monoton fogyd, a (2.10)) egyenléség mindkét oldalanak ellentettjét
véve kész a bizonyitas. O

2.3.2. Integralfiiggvények

2.54. Definicié. Legyen I tetszOleges intervallum, f : I — R fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f lokdlisan integrdlhatd
I-n, ha
fliap) € Rla, b]

minden [a,b] C I esetén. Az I-n lokalisan integralhaté fiiggvények halmazat jelolje R'¢(T).
2.55. Megjegyzés. Konnyen lathat6, hogy ha I = [a, b], akkor R'°[a,b] = R|a,b).

Egy lokdlisan integrélhaté fiiggvénynek definialhatjuk az I-n értelmezett tin. integralfiiggvényeit.
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2.56. Definicié. Ha f € R!°°(I) ,akkor f integrdlfigguényei az I-n értelmezett

Iaxr—>c+/f

alaku fliggvények, ahol a € I, ¢ € R.

2.57. Megjegyzés. Konnyen lathatd, hogy egy adott f fiiggvény barmely két integralfiiggvénye csak konstansfiigg-
vényben kiilonbozik egyméstol. Ugyanis, ha

F1($)201+/f, F2($)202+/fa zel
a b

valamely cq,c3 € R és a,b € I szamokra, akkor

a

(F2_F1)(x)262_01+/f7 vel
b

konstansfiiggvény.

2.58. Tétel. Legyen I nyilt intervallum, és tegyiik fel, hogy f € R©(I) N D'(I) - vagyis f kielégiti a Newton-
Leibniz-tétel feltételeit tetszdleges [a,b] C I esetén. Ekkor f primitiv figgvényeinek ff halmaza megegyezik f in-
tegrdlfiigguényeinek halmazdval. Ez azt is jelenti, hogy ekkor [ integrdlfiigguényei differencidlhatdk, és derivaltjuk
éppen f.

Bizonyitds. Legyen F a f egy primitiv fiiggvénye I-n, vagyis F' = f. Ekkor a Newton-Leibniz tétel szerint
barmely a,z € I esetén

f f = F(z) - F(a)

(a képlet igaz x < a esetén is!), tehdt F' az f egy integralfiiggvénye ¢ := F(a) vélasztdssal.
Forditva, legyen

F(x):zc—l—/f7 xel

a f egy integrilfiiggvénye. Rogzitsiik f egy Fy primitiv fliggvényét — ez a feltétel alapjan 1étezik. A Newton-
Leibniz tétel alapjan

F(a:)—cz/fZFo(ﬂ?)—FO(a)v

amibdl F(z) = Fy(z) + d, d = ¢ — Fy(a), tehdt F is primitiv fiiggvénye f-nek. O

Annak idején a [2:42] Tételt, vagyis hogy minden folytonos fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye, bizonyitds nélkiil
mondtuk ki. Most elérkeztiink oda, hogy ezt a tételt igazoljuk. Mivel egy I nyilt intervallumon folytonos fiiggvény
lokélisan integrélhaté is (1d. a Tételt), a most belatott tétel alapjan primitiv fiiggvénye csak integrélfiiggvénye
lehet, és innen a bizonyitas kénnyen addédik.

2.59. Tétel. Legyen I nyilt intervallum, f € R!°°(I). Ha f folytonos azu € I helyen, akkor f bdrmely F integrdl-
fiigguénye differencidlhato u-ban, és derivdltja
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Bizonyitds. Legyen
F(x):c+/f, el

az f egy integrélfiiggvénye valamely a € I, ¢ € R esetén. Megmutatjuk, hogy minden € > 0-hoz 1étezik olyan ¢ > 0,
hogy ha z € I, |x — u| < §, © # u, akkor

FEOZE | <
r—u
Ebbol mar kovetkezik, hogy
lim M = F'(u) = f(u).
T—u T —Uu

Mivel f folytonos u-ban, ezért e-hoz létezik olyan § > 0, hogy ha « € I, |x — u| < §, akkor |f(z) — f(u)| <
< e. Megmutatjuk, hogy ez a § j6 lesz. Legyen = € I, |x — u| < §, x # u rogzitve. A F fiiggvény definicidja és
am Allitas szerint

x

F(z)—F 1 1 1
FOZE | = |2 [rwae- s [ rwa] = | o - ) a
A Ko6vetkezménybdl kapjuk, hogy

— f(u)

‘F(x)F(u) <sup{|f(t) — f(u)|: t € [u,z]} <e.

r—u

O

2.60. Kovetkezmény. Ha f € C(I), akkor f-nek van primitiv figguénye I-n, éspedig bdrmely integrdlfiggvénye
az.

Bizonyitds. Ha f € C(I), akkor f € R'¢(I),1d. a Tételt. fgy az el6z6 tétel alapjan tetszéleges I integralfiige-
vényére [’ = f adddik I-n. O

2.61. Alkalmazas. Riemann-integralds alkalmazaséval igazolhaté az an. Wallis-formula:

i 2.4...2n 17 1
=lm |———| - —
TS |13 2n—1)] n

Bizonyitds. Laczkovich-T. Sés: Analizis I1. 13.11. és 13.12. Tételek. O

A kovekez6 tételek pontos bizonyitdsa megtaldlhatd a Laczkovich-T. Sés: Analizis I1. 14. fejezetében, de vizsgara
csak kimondani kell tudni 6ket, a bizonyitast nem kérem.

2.62. Tétel. Ha f >0 és f € Rla,b], akkor az

Ap:={(z,y) 1w €[a,b], 0 <y < f(x)}

b
sikidom terilete (a|2.1.1 pontban bevezetett Terilet-azidmdk alapjin) T(Ag) = [ f.

a

2.63. Definicié. Az A C R? halmazt normdltartomdnynak nevezziik, ha

A={(z,y) :x € [a,b], f(z) <y < g(x)},

ahol f,g € Rla,b] és f < g az [a, b]-n.
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2.64. Tétel. Az elébbiekben definidlt normdltartomdny teriilete
b

7(4) = [(g- 1)

a

2.65. Tétel. Ha f >0 és f € Rla,b], akkor az f

L(f) :=={(z, f(2)) : x € [a,b]}
grafikonjanak az x tengely korili megforgatdsdval kapott A forgdstest térfogata

V(A) = w/bf?

2.66. Tétel. Ha f : [a,b] — R folytonosan differencidlhatd, akkor az f grafikonjdinak ivhossza

b
T = [

2.4. Improprius integral
Ki szeretnénk terjeszteni a Riemann-integral fogalmat nyilt, félig nyilt és nem korlatos intervallumokra. Ehhez

sziikségiink lesz a és a Definicidkra.

2.67. Definicié. Legyen [ tetszéleges nemelfajulé intervallum, f : I — R fliggvény. Azt mondjuk, hogy f impro-
priusan integrdlhaté I-n, ha f € R°¢(I) és f-nek létezik olyan F integralfiiggvénye I-n, melyre

3 lim FeRé I lim FeR,
inf I4+0 sup I—0

és a két hatdrérték nem azonos eldjelli végtelen(!). Ekkor f improprius integrdlja I-n:

sup I
fi= | f= Lm F— lim F.
sup I—0 inf I+0
I inf I

Ha f impropriusan integralhaté és improprius integrédlja véges, akkor azt is szoktdak mondani, hogy f improprius
integralja konvergens, minden mas esetben pedig divergens.

2.68. Megjegyzés. A fenti definicié a[2.57} Megjegyzés alapjan fiiggetlen F vélasztasatol.
2.69. Megjegyzés. Legyen I = [a,b) alaki, ahol a € R, b € R. Ha f € R'¢(I), akkor

F(z) i=]f

valasztassal meggondolhatd, hogy f pontosan akkor impropriusan integrélhaté I-n, ha a
b T
/ f= lim / f
T—b—
a a
hatarérték 1étezik.

Hasonléan, ha I = (a,b] alaki valamely a € R, b € R esetén, akkor f pontosan akkor impropriusan integralhaté
I-n, ha a
b b
/f - xli>r¢[11+/f
a x
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2.70. Példa.
I:=1[0,4), f: I =R, f(t)=e""

+oo xT

f= mh_{rio/e_tdt = lim [~e7']{= lim (—e™+1) =1
0 0

2.71. Példa. I :=[l,+o0), f: I - R, f(t) = & (a>0)

to

+oo T
1 1 = .
/ —dt = lim [ —dt= lim [Int]] = lim Inz = 400
t T—>00 t T—>00 T—00
1
—+o0 xT
1 —a+1 7% —a+1 1 1
/—dt—hm —dt lim :hm * = , a>1
te T—00 T—00 T—00 a+1 —a+1 oa—1
1

1
o 1 t— a+ —a+1 1
—dt = lim —dt lim = lim v - =400, O<axl
te T—00 z—00 | —(v + z—o0 \ —x + 1 —a+1
1

2.72. Példa. I:=(0,1], f: I =R, f(t) =% (a>0)

1
1 1
/Edt: lim Edt: lim [lnt] = li%l (—Inz) =400

z—0+ z—0+ r—0+4
0 T
1 1 1
1 —a+1 1 x—a-&-l
/— dt = lim —dt = lim = lim 400, a>1
te z—0+ | ¢ a=0+ | —a+ 1] 2-0+ a+1l —a+1
0 T
1 1 1
t—a-i—l 1 —a+1 1
/—dt: lim —dt = lim = lim = , O<axl1
z—0+ e—0+ | —a+ 1],  z=0+ a+l —a+l1 1-—a
0 T

Konnyen meggondolhaté az aldbbi.
. +oo
2.73. Allitas. Ha az [ f improprius integrdl konvergens és létezik Em f, akkor sziikségképpen Emf =0.
a oo oo

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy lim, f = A > 0 és véges (az A < 0 eset hasonléan meggondolhaté). Ekkor
a hatérérték definicidja alapjan létezik olyan a < K € R, hogy ha « > K, akkor f(x) > %. Igy tetszlleges x > K

esetén i p i .
/fZ/f+/f>/f+§-(x—K)—>oo, r — 00,
a a K a

vagyis f f nem lehet konvergens, ami ellentmondés.
Ha lim, o f = +00 volna, akkor tetszéleges A > 0 valds szamhoz létezik a fenti tulajdonsagi K, igy az ellentmondas
szintén adddik. A lim, . f = —oo esete hasonléan meggondolhatd. O

+oo
2.74. Feladat. Adjunk példat olyan f fiiggvényre, melyre [ f improprius integral konvergens és Em f nem létezik!
a (oo}

A kovetkezokben improprius integralok konvergencidjara vonatkozo feltételekkel foglalkozunk. A gyakorlatban ugyan-
is gyakran csak a konvergencia meglétére van sziikségiink, az integral pontos értékére — ami altaldban nehezen is
szamolhaté —, nem.

Ismételjiik 4t a fiiggvényhatdrértékre tanult in. Cauchy-kritériumot (1d. el8zé féléves jegyzet 4.9. Tételt)!
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2.75. Tétel (Fiiggvény hatdrértékére vonatkozé Cauchy-kritérium). Legyen F : R — R, xg € D(F)'. Ekkor F-nek
pontosan akkor van véges hatdrértéke az xo helyen, ha a kovetkezd feltétel teljesil: minden € > 0 szdmhoz létezik
0 > 0 gy, hogy x,y € Ks(xo) N D(F) esetén

|F(z) — F(y)| <e.
A fenti tétel segitségével adhatunk egy sziikséges és elégséges feltételt az improprius integral konvergencidjara.
2.76. Tétel (Cauchy-féle sziikséges és elégséges feltétel improprius integralhatdésdgra). Legyen I nemelfajuld inter-

vallum, f € R'°(I). Ekkor f improprius integrdlja pontosan akkor konvergens, ha minden ¢ > 0 esetén léteznek
olyan a,b € I, inf I < a < b < supl szdmok, hogy

v

/f <e hainfl<u<wv<awvagyb<u<wv<supl.

u

Bizonyitds. Kovetkezik abbdl, hogy ha F tetszoleges integralfiiggvénye f-nek I-n, akkor

/vf = F(v) — F(u).

Alkalmazzuk az el6bbi tételt F-nek a sup I-beli bal oldali és inf I-beli jobb oldali (véges) hatérértékére! O
2.77. Példa. '
sin x
filli4oo) = R, flz) = —
Parcidlis integréalassal kapjuk:
/smtdt: —cost —/COStdt.
t t ], t2
Ebbdl
v v
/sint gl — — Ccosv n cosu / cost gt
t v u 2
v v
— COs v COS U cost 1 1 1
< e e B e 1.
v U 12 voou 2
1 1 [ 1 ] Y2
<—+—+ || ==<g
v t U

u
ha % <u<w. fgy f improprius integralja konvergens [1, +00)-n.
Most a végtelen numerikus sorokkal kapcsolatban tanult 6sszehasonlité kritérium analdgja kovetkezik.

2.78. Tétel (Osszehasonlité kritérium). Legyen f € RY¢(I). Tegyiik fel, hogy léteznek o, 3 € I, infI < a < f <
< supl szamok és
g1:IN(—00,a] = [0,40), g2 : I N[B,+00) = [0, +00)

fiigguények, melyek improprius integrdlja konvergens, és majordljak f-et, vagyis

Vo € D(g1) : |f(z)] < g1(x) és V€ D(ga) - |f(2)| < ga(2).

Ekkor f improprius integrdlja is konvergens.
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Bizonyitds. A fenti Tétel szerint barmely € > 0 szdmhoz léteznek a,b € R, inf] < a < aés B < b < supl
szamok, hogy

v v
/912/91 <e, hainfl <u<wv<a,
u u

és " »
/92:/92 <e hab<u<wv<supl.
u u

Ebbodl a Allités és a Kovetkezmény alapjan inf I < u < v < a esetén

]f <]|f|<j91<5,
]f S/v|f|§/vg2<€~

fg'y az allitas a Tételbdl kovetkezik f-re. O

és b < u < v <supl esetén

2.79. Példa.

2

fi(=o00,+00) = R, f(z):=e™"
Vo € (—oo, —1] : e <e® Vr € [1,4+00) : e < e T
Ezért a Példa alapjan f improprius integrélja konvergens (—oo, +00)-en.

2.80. K6vetkezmény. Ha f € R'¢(I) és |f| improprius integrdlja konvergens I-n, akkor f improprius integrdlja
s konvergens.

Bizonyitds. Mivel f € R'¢(I), ezért |f| € R°(I) is teljesiil, 1d. a Tételt. Alkalmazzuk a fenti [2.78] Tételt
tetszoleges a, f € I, inf I < a < B < sup [ szdmokra és

91 = |f] | 1n(=00,0] €8 92 := | f] | 1(p,+00]
fiiggvényekre. i

A kovetkezékben azt gondoljuk meg, hogy az improprius integralhatdsag és végtelen sorok konvergencidja hogyan
kapcsolhaté ossze.

2.81. Tétel (Végtelen sorok konvergencidjara vonatkozé integral-kritérium). Legyen Y a, pozitiv tagi végtelen
sor, amelyre a; > as > ... > a, > .... Legyen f : [1,+00) — RT olyan monoton fogyd figguény, melyre f(n) = a,

n € Nt. Ekkor a
—+o0

Zan sor €s az / f improprius integrdl
1
ekvikonvergens — vagyis, ugyanakkor konvergensek illetve divergensek.
Bizonyitds. Legyen Sy := a1 + -+ + ap a Y a, sor k. részletosszege. Tudjuk, hogy a sor pontosan akkor konver-

gens ill. divergens, ha az (Sy) sorozat konvergens ill. divergens. Ha tekintjiik az [1, k] intervallumnak az 1,2,... k
osztopontok altal meghatdrozott @ felosztasat, akkor f monoton fogyaséat felhasznalva konnyen ldthatd, hogy

ai + Sf(CI)) = Sk,

tovabbé
S(®) = Sp_1.
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2.6. abra. ay + s¢(®) = Sk és S¢(®) =Sk—1 (k=05)

Ebbdl kapjuk, hogy
E+1

/fSSk

1

IN

k
a1+/f.
1

Mivel az flz [/ integralfiiggvény monoton névé, ebbdl az is meggondolhaté, hogy az | 1+°° f pontosan akkor konver-

gens, ha a ( flk f) sorozat konvergens. Mivel (Sy) és ( flk f) is monoton nové, ezért a fenti egyenlStlenségsorozatbil
az ekvikonvergencia kovetkezik. O

2.82. Megjegyzés. A fenti bizonyitdsban felhasznaltuk, hogy f Riemann-integralhaté6 az [1, k] alakd intervallumokon.
Ez kovetkezik abbdl, hogy f monoton [1, +00)-en, és egy monoton fiiggvénynek legfeljebb megszamlalhatéan végtelen
sok szakadasi helye lehet — a bizonyitast azonban itt nem részletezziik.

2.83. Allitas (Hiperharmonikus sor). A
1

ne
hiperharmonikus sor konvergens, ha o > 1 €s divergens, ha a < 1.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a fenti kritériumot! Mivel > n% pozitiv, monoton fogyé tagi, ezért ekvikonvergens az
floo m% integrallal. A bizonyitds adddik a Példabdl.
O

2.84. Alkalmazas. Improprius integral alkalmazasaval igazolhaté az un. Stirling-formula:
nl~n".e " \2mn,

ahol ~ azt jelenti, hogy a két oldaldn allo kifejezést egy-egy sorozat n. tagjaként definidlva, a két sorozat hanyadosa
1-hez tart.

Bizonyitds. Laczkovich-T. Sés: Analizis I1. 16.20 és 16.23. tételek. Ezt vizsgdra nem kell tudni. O
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Harmadik fejezet

Hatvanysorok

E| Ajanlott irodalom a vizsgara késziiléshez:

— Urbén Jdnos: Hatdrértékszamitds , Bolyai sorozat, Miiszaki Kiadé (Taylor sorok és hatvdanysorok, feladatgyij-
temény, de elmélet is kidolgozott feladatok formdjdban.)

— Széasz Pél: A differencidl- és integralszamitas elemei 1., Typotex (Hatvdnysorok, Taylor sorok, Riemann integ-
ral. Klasszikus kényv sok példdval.)

3.1. Hatvanysorok

A tovébbiakban az tigynevezett hatvanysorok, azaz a Y (a,(x — x¢)™) alaki végtelen sorok tulajdonsigaival szeret-
nénk foglalkozni. Ehhez sziikséges, hogy az el6z6 féléves jegyzet Végtelen sorok c. fejezetét atismételjitk! Végtelen
(numerikus) sorokhoz hasonléan nem a hatvdnysor, hanem annak az 6sszege az érdekes, {gy most nem is definidljuk
a hatvanysort. Az f(z) =Y. " an(x — x0)" fliggvény vizsgdlatdnal két fontos kérdést vizsgdlunk.

— D(f) =7, azaz mely x € R esetén lesz Y (an(x — z0)™) konvergens?
— Milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik az f fiiggvény?

Az elsé kérdésre viszonylag gyorsan egy majdnem teljes valaszt tudunk adni. Ehhez eldszor terjessziik ki az el6z6
félévben tanult korldtos sorozatokra vonatkozé lim sup fogalmat (1d. el6z6 féléves jegyzet 3.5. fejezet) felilrdl nem
korldtos sorozatokra! Vildgos, hogy ez konnyen megteheté — csak ez esetben a limsupa, = +oo is eléfordulhat.
Tovabba, az is egyszeriien meggondolhatd, hogy az eléz6 félévben korlatos sorozatokra kimondott allitdasok alabbi
megfeleldi érvényesek lesznek:

(a) A limsupa, az (a,) sorozat hatdrértékkel rendelkezd részsorozatainak a hatdrértékei koziil a legnagyobb (tehét
van is olyan (ay,) részsorozat, amelyre a,, — limsup a,,.)

(b) Minden lim sup a,,-nél kisebb szamnél nagyobb tag végtelen sok van az (a,,) sorozatban, a lim sup a,,-nél nagyobb
szdmndl nagyobb tag pedig csak véges sok van az (a,) sorozatban.

Ezekbdl konnyen meggondolhaté a végtelen sorok konvergencidjara vonatkozé gyokkritérium egy modositott véalto-
zata (1d. I. féléves jegyzet 5.20. Tétel).

3.1. Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium - médositott verzid). Legyen (c,,) adott sorozat.
(a) Ha

limsup {/|c,| < 1,
akkor 3~ ¢, (abszolit) konvergens.

I B4tkai Andrés jegyzete alapjan, 1d. http://www.cs.elte.hu/~batka/oktatas/hatvanysorok.pdf
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(b) Ha
limsup {/|cn| > 1,

akkor 3 ¢, divergens.
Ebbol mar igazolhatjuk a fenti elsé kérdésre a valaszt.

3.2. Tétel (Cauchy-Hadamard tétel). Legyen
r'—il (1—+oo 1 —0>
" limsup {/]an] 0 " 400 '

Ha |z — xo| <, akkor Z(an(x —z0)") abszolit konvergens,

ha |x — xo| > 7, akkor Z(an(x —z0)") divergens.

Bizonyitds. Legyen x € R és alkalmazzuk a Y (a,(x—xz¢)™) sorra a fenti gyokkritériumot. Ezek szerint a sor abszolit

konvergens, ha
limsup /|an(z — xo)"| = |z — x| - limsup V/|a,| < 1.

Atrendezéssel kapjuk az elsé allitast.
Hasonldan, a gyokkritérium divergenciafeltételét alkalmazva kapjuk, hogy a sor divergens, ha

limsup V/|an(x — z0)"| = |x — o] - limsup V/|a,| > 1.

3.3. Definicié. Az el6zé tételben szerepl6
1
ri= e —
lim sup {/|an|
szamot a hatvanysor konvergenciasugaranak nevezziik.

3.4. Megjegyzés. Jaques Hadamard [1865-1963] francia matematikus. A komplex fiiggvénytan, a differencidlegyenletek
és a funkcionalanalizis teriiletén alkotott jelentOset hosszua élete soran.

Osszefoglalva az eléz6 allitast, egy hatvénysor mindig egy (végpontjaitdl eltekintve) szimmetrikus, z¢ kozépponti
intervallumon konvergens. Az intervallum belsé pontjaiban abszolut konvergens, a végpontokbeli konvergenciat pedig
kiilon meg kell vizsgalni. Ezek alapjan szokds azt mondani, hogy > (an(x — 29)™) egy zo kézéppontil hatvanysor.
Mivel az intervallum végpontjaiban gondjaink lehetnek, a targyalas leegyszerisitése végett a kovetkez6kben sokdig
csak az intervallum belsejére korlatozzuk vizsgdlédasainkat.

3.5. Definicié. A Y (an(xr — x0)™) hatvénysor konvergenciahalmaza a

K = {.r eER: Z(an(sc —x0)"™) konvergens}
intervallum, dsszegfiiggvénye a
D(f) =it K = (xg — 7,20+ 1) (r#0)

f(z) = Z an(x — )"
n=0

fliggvény.

A tovabbiakban a hatvanysor sszegfiiggvényének tulajdonsagaival szeretnénk foglalkozni. Ehhez alapvet6 lesz a
kovetkezd, tgynevezett transzformaéciés tétel. Elétte azonban idézziik fel az abszolit konvergens sorokra tanult
atrendezési tételt az elézd fElévbol (5.32. Tétel).
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3.6. Tétel. Legyen > c,, abszolit konvergens sor. Ekkor minden p : N — N bijekcid, azaz permutdcid esetén Y ¢,
1s abszolut konvergens, sét

o0 o0

D =D cn:

n=0 n=0

3.7. Tétel. Legyen > (an(x — x0)™) egy pozitiv konvergenciasugdrral rendelkezd hatvdnysor, azaz r > 0, és legyen
1 € int K = (xg — r,mo + 1) tetszdleges. Ekkor minden x € int K pontra, melyre |x — x1] < r — |x1 — xo| =: 0,
teljestil, hogy

Z an (T —0)" = Z bi(x — x1)",
n=0 =0
ahol -
n n—i
biz<i>an(x1xo) : (3.1)

Bizonyitds. A bizonyitds kiinduldsi pontja az a ,,mély” allitas, hogy
x—xo=(x—x1)+ (21 — x0),

amibdl a binomidlis tétel szerint

n

(x—20)" =[x —21) + (1 —20)]" = Z (T;) (x —x1)" (21 — 20)" "

i=0
Ezt beirva a hatvanysorba, mely a feltétel szerint konvergens, kapjuk, hogy
(o] o0 n n o0 n
e =0 = 33 o () oo 0 = 323
n=0 n=0 {=0 n=0 i=0

Ez egy abszolit konvergens sor, melyben, az aldbbi dbra jeloléseit hasznalva, az elemeket fiiggéleges (piros) oszlopon-
ként adjuk 6ssze. Mivel abszolit konvergens sor dtrendezhetd, ugyanazt az eredményt kapjuk, ha a sort vizszintes
(z61d) soronként dsszegezziik.

—~ (}/@14 Uzt (Uss| | Ul
Upy | \Uqp ) /) Usg ... \Ug
oo \Uro) Uz Usgl - \Uig
3.1. dbra.
Tehat
o0 o0 n o0 oo o0 o0
DRI 35 SURND 3 SRS 50 UM () R TR
n=0 n=01i=0 i=0 n=1 =0 n=1
o0
= sz(x —a1)' Jr—mf<e
=0

O

A végtelen sorokkal végezhetd miiveletek (1d. eléz6 félév 5.5. és 5.35. (Mertens) Tételét) alapjan azonnal addédik a
kovetkezo allitas.
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3.8. Allitas. Legyen S (an(x — 20)™) és 3. (bn(x — 20)") két, 11 > 0 és ry > 0 konvergenciasugdrral rendelkezd
hatvanysor. Ekkor

Z an(x —x0)" = Z bp(x — x0)" = Z(an +by)(x — x0)",
= = n=0
(Z an(z — o) > (Z b — ) =3 (@nbo + an-1b + ...+ aghy)(x — xo)" (3.2)
n=0

minden olyan x szamra, melyre |x — xo| < min{ry,ro}.

Tehat az adott intervallumon hatvanysorként felirhaté fiiggvények gytiriit alkotnak. A tovabbiakban vizsgaljuk a
hatvanysor Osszegfiiggvényének legfontosabb analitikus tulajdonsdgait.

3.9. Tétel. Hatvdnysor dsszegfiigguénye folytonos.

Bizonyitds. Emlékeztetiink rd, hogy a > (an,(z —x0)™) hatvanysor dsszegfiiggvényét az (zo —r, o +r) nyilt interval-
lumon definidltuk ha r > 0. Az &llitéast is csak ebben az esetben kell bizonyitani, hiszen az egy pontban értelmezett
fliggvény mindig folytonos.

Legyen x1 € (xg — r,x0 + 1) tetszileges. Beldtjuk, hogy f folytonos az x; pontban. Az eléz6 transzformdcios tétel
szerint f fliggvény az x1 pontnak elegendden kis ¢ sugari kornyezetében felirhaté xq, kozéppontd hatvanysorként

mint
o0

flx) = Zbi(x—zl)i, |z — 21| < 0.

i=0
Tehat annyit kell belatnunk, hogy
lim f(z) = f(z1) = bo.

Tr—Tq

Ehhez legyen 0 < § < g, akkor a feltételek szerint >~ b;6* konvergens. Jelolje

= i b6t
i=1

Ekkor ha |z — x| < 4, akkor

oo

[f(@) = f(z)] = |f(@) =bol = |(x —21) Y _bi(x —21)" | < & — 2] - |o],

i=1

amibdl az x1 pontbeli folytonossag mar azonnal kovetkezik.
O

3.10. Tétel. A pozitiv konvergenciasugard Y (an(x — 29)™) hatvdnysor dsszegfiigguénye tetszdlegesen sokszor dif-
ferencialhat6 és a derivdlds tagonként végezhetd, vagyis

(o)
() = a1 + 2aa(x — z0) + 3as(x — x)> + ... = Z(n + Dans1(z — x0)",
n=0
f(x) = 2as + 2 - 3az(x — x0) + 3 - 4(x — x0)* + ... = Z(nJr 2)(n+ Dani2(x — x0)",
n=0
) () Zn+k m+k—-1)...(n+ Dapntr(x —zo)", keN.
n=0
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Bizonyitds. Legyen x1 € (zg — 1,20 + r). Az el6z6 bizonyitds gondolatmenetét alkalmazva a Transzformacios
tételbol kapjuk, hogy

f(z) = fa1)

=by +bo(x — 1)+ bg(x—21)? +... = by, haz—x, |z—21] <r— |z — 20| esetén,
r — T

hiszen az eléz6 tétel szerint minden hatvanysor Gsszegfiiggvénye folytonos a konvergenciaintervallum koézéppontja-

ban. A (3.1]) szerint

f'(xl) = bl = Z <717,> an(xl — xo)"_l = Z(k‘ + 1)ak+1(ax1 — xo)k.
n=1 k=0

Mivel f derivaltfiiggvénye szintén hatvdnysor osszegfiiggvénye, ezért [’ is derivdlhaté. A k-adik derivéltra vonatkozd
allités teljes indukcidval lathato be.

Tovébba, meggondolhaté az is, hogy az f*) fiiggvényt el6allité hatvanysor konvergenciasugara megegyezik az eredeti
hatvanysoréval. O

Az el6z6 tételbél vildgos a hatvanysorok és Taylor-sorok (I1d. az Definiciét) kapesolata.
3.11. Kovetkezmény. Minden pozitiv konvergenciasugari hatvanysor az 6sszegfiigguényének Taylor-sora.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel szerint
f(k)(fﬂo) =k-(k—1)---1-ay,

azaz

valamint f(xq) = ao. O

Mivel minden Taylor-sor nyilvdnvaléan egy hatvdnysor, ezért az el8bbiek szerint a (pozitiv konvergenciasugari)
hatvanysorok halmaza megegyezik a (pozitiv konvergenciasugari) Taylor-sorok halmazdval.

Ezek az allitasok lehetoséget adnak arra is, hogy megforditsuk a differencialds miiveletét.

3.12. Tétel. Legyen > (an(x—x0)™) pozitiv konvergenciasugari hatvdnysor. Ekkor a hatvdnysor dsszegfiigguényének
van primitiv fliggvénye, mégpedig

o0

F(m)zznﬁl (x —z0)" ™ +o, ceR.
n=0

Bizonyitds. Az éallitas a hatvanysorok osszegfiiggvényének differencidlasara vonatkozo tételbdl azonnal kovetkezik.
A F-et el6allité hatvanysor konvergenciasugara megegyezik az eredeti hatvanysoréval. O

Az (1.15))-ben definidlt

(g
Zf ()(x_a)n

n!
Taylor-sorok z-beli konvergencigjara annak idején csak az Kovetkezményben adtunk egy igen erds elégséges
feltételt. A hatvanysorok elmélete — a konvergenciaintervallum végpontjaitdl eltekintve, ahol minden esetben kiilon
kell megvizsgalni a konvergencidt, 1d. késébb a [3:20] Abel-tételt — sziikséges és elégséges feltételt ad arra, hogy egy
adott Taylor-sor hol konvergens, azaz hol allitja el6 az Osszegfiiggvényét.

3.13. Példa. Az exp, sin, cos, sh, és ch fiiggvényeknek az Tételben igazolt (0 koriili ) Taylor-sor-eléallitdsaiban
a konvergenciasugar +oo.
Az f(z) = ﬁ fliggvény Taylor-sor-eldallitdsaban a konvergenciasugar 1.
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Bizonyitds. Kovetkezik abbdl, hogy a konvergenciasugar [3.3] Definiciéja alapjan
1
r=-—e—— = +OO7
lim sup ni 0
tovabba
1 1 1
r=— = = = 1.
limsup /1 1
O

Az el6z6 tételekbdl elballithatdk olyan fiiggvények Taylor-sorai is, amelyeket az [l Tételben hasznalt elv alapjan

nem tudtunk kiszamolni.

3.14. Allitas. Az f(x)

= In(1 + z) fiiggvény Taylor-sora a (—1,1) intervallumon

n(l+x) i ”Hx

Az f(x) = arctg x fiigguény Taylor-sora a (—1,1) intervallumon

o0 x2n+1
arctg z = E (=" .
= 2n+1

Bizonyitds. Mivel (In(1 + z)) = ﬁ, az Tétel elsé allitasabol

— i -l<ax<l,

n=0

a fenti, primitiv fiiggvényre vonatkozé tételt és f(0) = 0-t felhaszndlva pedig

n(l+x) i "+1x

Hasonl6an, mivel (arctg z)' = iz, az Tétel elss allitasabol

oo

1= (—22)

1
=Y (-1 —l<z<l,
n=0

a fenti, primitiv fiiggvényre vonatkozé tételt és f(0) = 0-t felhaszndlva pedig

St x2n+1
arctg x = Z(fl)” .
= 2n+1

Fontos, hogy hatvanysor 6sszegfiiggvénye az egyiitthatokat egyértelmiien meghatarozza.

3.15. Tétel. Legyenek

o0 oo
x) = Zan(mf:co)”, Z (x —x0)"
n=0 n=0

olyan fiigguények, melyeket elédllité hatvdnysoroknak kézéds (xg — r,xo + r) konvergenciaintervalluma van (r > 0).
Legyen tovdbbd (x,) C (xg — r,x0 + 1) olyan sorozat, melyre x, — y € (xg — 1,20 + 1), Tp £y és f(xn) = g(zn).

Ekkor a,, = b, minden n € N indezxre.
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Bizonyitds. A Transzformacios tétel szerint elegendd azt az esetet vizsgalni, amikor y = xg. Teljes indukciéval
végezziik a bizonyitast. Mivel a hatvanysor osszegfiiggvénye folytonos, ezért

ag = f(xo) = lim f(x,) = hm g(zn) = g(x0) = bo.

n— 00
Tegyiik fel, hogy egy n € N szamra teljesiil, hogy ag = bg, a1 = b1, ag = b, ..., a, = b,. Ekkor az

Uns1 + Ango(x — 20) + Gnys(rc —x0)* + ... és

bn+1 -+ bn+2($ — 1’0) + bn+3(1' — .’EQ)2 + ...

hatvanysorok konvergenciahalmaza ugyanaz a K intervallum, és minden x # xg esetén
f@) =Yg ar(x — 20)" g(z) = Y h_o bi(x — )k
(x — mo)mH! (x — xg)ntl

az Osszegfiiggvényiik. A feltételek szerint fi(z;) = gi(x;) minden ¢ € N esetén. Mivel f; és ¢y is hatvdnysor
Osszegfiiggvénye, ezért folytonosak. Ebbél viszont, az n = 0 esetre vonatkozé gondolatmenettel kapjuk, hogy

fi(z) = és g1(w) =

nt1 = fi(zo) = lim fi(zn) = lim g1(2n) = g1(20) = bny1-
O

3.16. Definicié. Legyen f : R — R és D(f) = I nyilt intervallum. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény analitikus,
ha taldlhaté xq € I, (a,) C R, hogy
= Z an(x — 20)"
n=0

minden x € I esetén. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény lokdlisan analitikus, ha minden x € I ponthoz taldlhaté
annak olyan kérnyezete, melyre megszoritva f analitikus.

3.17. Megjegyzés. A fentiek alapjin egy fiiggvény pontosan akkor analitikus, ha eléall a Taylor-sordnak sszegeként.

Megjegyezziik, hogy a konyvek nem egységesek a széhaszndlat tekintetében: van, ahol azt is analitikusnak hivjak
amit mi lokdlisan analitikusnak. Tehat az exponencidlis-, a szinusz- és a koszinuszfiiggvény példa lehet analitikus
filggvényre, a logaritmusfiiggvény lokdlisan analitikus de nem analitikus fiiggvényre és az f(z) = e_z%, f(0)=0
végtelen sokszor differencialhatd, de a 0 pontban nem (lokélisan) analitikus fiiggvényre (ld. Urban: Hatarértékszd-
mitas).

Tehat az 1j széhasznalattal az el6z6 tétel azt mondja ki, hogy két kiilonb6z0, ugyanazon az intervallumon értelmezett
lokalisan analitikus fiiggvény legfeljebb megszamlalhatéan sok helyen veheti fel ugyanazt a fiiggvényértéket, és ezek
a pontok nem torlédhatnak az intervallum belsejében.

Példa lehet analitikus fliggvényekre, melyek végtelen sokszor veszik fel ugyanazt a fiiggvényértéket a szinusz- és a
koszinuszfﬁggvényﬂ

A hatvanysor Osszegfiiggvényének a tulajdonsagait a hatvanysorok oszthatdsaganak kérdésével zarjuk. Mivel szo-
rozni mar tudunk, csak a reciprok kérdésével kell foglalkoznunk.

3.18. Tétel. Legyen f(z) =" qan(z —xo)", 7 >0, ag # 0. Ekkor taldlhatdé olyan § > 0 és (¢,) C R, hogy
1 o0
)~ Z T = @0)"
minden x € (zg — d,x0 + 0) esetén.

Bizonyitds. Feltehetd az egyszerliség kedvéért, hogy g = 0ésag = 1. A > (a, -a™) sor dsszegfiiggvényének 0 helyen
vett folytonossiga miatt talalhaté > 0, hogy

al-x—|—a2-x2—|—...}<1

2 Fontos, hogy itt viszont tényleg nem torlédnak a kozos fiiggvényértékhelyek, csak a végtelenekben.
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minden |z| < § esetén.
Ekkor

oo

1 1
= = 2:(—@1:177&2:172 -

fl@)  1-(-amz—a®—...) =

A Cauchy-szorzatra vonatkozé tétel szerint (n-szeri alkalmazdssal) taldlhatdk olyan a,j egyiitthatdk, hogy

(—a1x — apa® — E Az

Ezeket az egyiitthatékat akar ki is szamolhatnank, de f6losleges, hiszen a bizonyitds tovabbi menetéhez elegendé a

1étezésiikrol tudnunk. Tehat
1 oo o) k)
o3 (S
f(x) n=0 (k_O

ha |z| < 4. Ismét haszndlva az abszolut konvergens sorok dtrendezhet8ségére vonatkozé tételt, amit mar a transz-
formacios tételnél is hasznédltunk, kapjuk, hogy

L:OO a :Oocxk
g & (S - B
ha |z| < 4. O

Tehat, az eddigieket Osszefoglalva, az xy kozépponti pozitiv konvergenciasugaru hatvanysorok egy kommutativ
gyliriit alkotnak, melyben az invertdlhaté elemek azok a hatvénysorok, melyek elsé egyiitthatéjara ag # 0. Meg-
jegyzendd, hogy ezek a hatvanysorok egy kommutativ algebrat is alkotnak.

3.19. Megjegyzés. Mutatunk egy eljarast arra, hogyan lehet két hatvanysor hanyadosédnak egyiitthatoéit kiszamolni.
Az eljards lényegében a polinomok osztasanal tanultakkal azonos.
Legyen

= Z anx", g(x) = Z bpz™, 1 >0, g(0) =by #0.
n=0 n=0

Mivel elegendden kicsi = esetén

f(x)iznoanx c
glx) Do lg bz Z"

ezért
Z anpx’ = (Z bnm"> . (Z cnw") = Z(bocn +b1cno1 + ...+ bpcy)z™
n=0 n=0 n=0 n=0

Tehat

Qg :bQCo
a1 =bgcy + bico
ag =bgca + bic1 + bacy

Ebbdl a végtelen sok egyenletbdl igény és idonk szerint tetszolegesen sok cj egyiitthatét meghatarozhatunk, pl.

ag
cop =
bo
apb
a; — 7201
C1 — b
0
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Ezt az eljarast kicsit hosszabban folytatva kaphatjuk példaul, hogy

3 5
sine T—-H+EH —+...
tgx = = " =z + 32’ + o5’ 4.,
cosr  1- 242
ahol is 1 5
01:1, C3 = <, Cy = —.
3 15

Végiil fejezziik be vizsgdléddsainkat annak a kérdésnek a (részleges) tisztédzdsdval, hogy amennyiben a konver-
genciaintervallum valamely végpontjaban is konvergens egy hatvanysor, az itt kapott sordsszegnek mi koze van a
hatvanysor osszegfiiggvényéhez, mely az intervallum belsejében volt definidlva. A kovetkezd tétel mutatja, hogy
ilyenkor az osszegfiigvény folytonosan kiterjeszthetd a végpontra.

Egyszerliség kedvéért a tételt 0 kozépponti hatvanysor konvergenciaintervalluméanak jobb végpontjara fogalmazzuk
meg, de ennek nincs jelentosége a bizonyitas szempontjabol, a bal végpont vagy a nem zérus koézéppont esete
hasonléan targyalhato.

3.20. Tétel (Abel-tétel). Legyen > (anz™) egy pozitiv, véges konvergenciasugari hatvinysor (0 < r < oo), valamint
tegyiik fel, hogy

o0

Z anr’™ < 00,

n=0
azaz konvergens. Ekkor az

f(z) = Z anz"”
n=0

osszegfiigguény folytonosan kiterjed az x = r pontra, azaz

11339, flz) = Zoanr .

Bizonyitds. Tovabbi egyszertsitések kedvéért feltessziik, hogy r = 1. Ez a bizonyitds menetén nem valtoztat, csak
jeloléseinket egyszertisiti és teszi attekinthetové.

Legyen
o0
s=Yan  s=Y
n=0

k=0

Itt s < oo a feltétel szerint, és lim, o0 8, = $. A hatvdnysorok szorzaténdl (3.2)) felirtak szerint, mivel ) s,z™
konvergenciasugara 1, ezért ha |z| < 1, akkor

o0 (o)
Z apx” = (1 —x) Z Spx™,
n=0 n=0

18y
s— f(x) zs—(l—x)anz" = ((1—1‘)21‘”) s—(l—x)anx": (1—17)Z(s—sn)z".
n=0 n=0 n=0 n=0

Tehat 0 < z < 1 esetén
s— f@) < (1 —2) ) |s— spla™
n=0

Mivel az s, — s, ezért minden ¢ > 0 szdmhoz taldlhaté N € N kiiszobindex, hogy minden n > N természetes
szdmra [s — s, < 5. Igy 0 < < 1 esetén

N oo N
n € n €
|sff(x)|<(lf:c)ZO|575n|x + 51— _%:Hx <(1717)ZO\5—S”|+§.
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Mivel a linedris fiiggvény folytonos, igy e > 0 szdmhoz taldlhaté § > 0, hogy ha x € (1 — §,1), akkor

N

€
1- — °n 57
(1=2) D Is = sul < 5
n=0
azaz ha x € (1 — 4,1), akkor
s— f@)<S+S=¢
2 2 ’
ami viszont pont a bizonyitandé allitas. O

3.21. Megjegyzés. Niels Henrik Abel [1802-1829] norvég matematikus. A XIX. szdzad egyik legjelentésebb hatasu
elméje. Az algebra megalapozasdban és a komplex fiiggvénytanban alkotott jelent&set.

3.22. Példa. Tekintsiik a
Z(_l)n-H ﬁ
n=1 n

hatvdnysort! Lattuk a Allitdsban, hogy ez a hatvanysor a (—1,1) nyilt intervallumon az f(z) = In(1 + )
fiiggvényt allitja el6. Ez a fiiggvény értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos, amint azt korabban
mar lattuk. A fenti hatvanysor az x = 1 helyen konvergens, hiszen

o0

Z(_l)n+1%

n=1

Leibniz tipusu sor. Abel tétele szerint tehat a hatvanysor Gsszegfiiggvénye folytonosan kiterjed az x = 1 pontra és
ott a fiiggvényérték f(1) =lim,_,1_ f(x) = In2 a megfeleld sorosszeg, azaz

> 1 1 1
1n2:2(71)”+15:1—5+§f~-.
n=1

Ez egyébként elemi mddszerekkel is belathato.

3.23. Példa. Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan kapjuk az

oo x2n+1
tex =Y (—1)"
arctg « ngo( ) o T 1
el6éllitdsbdl, hogy
s > 1
~ —arctgl = B
=i = 3 g
azaz
T, 1,111
4 3 7

3.2. Trigonometrikus fiiggvények

Korabbi tanulméanyaink soran hosszabban targyaltuk a trigonometrikus fiiggvények alaptulajdonsiagait, melyeket a
kovetkezdkben foglalhatunk Gssze.

Geometriai megfogalmazas alapjan, intuitiv médon definidltuk a szinusz- és a koszinuszfiiggvényt és lényegében a
kovetkez6 tulajdonsagokban allapodtunk meg.

e D(sin) = D(cos) = R,
e sin péaratlan, cos péros fiiggvény,

e sin(x + y) = sinx cosy + coszsiny,
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e cos(xz +y) = cosxcosy — sinx siny,

e cos0 =1,

sinx _ 1

[ ] limz_m_;,_ -

Megemlitiink az ebben a félévben tanult legfontosabb kévetkezményekbdl néhdnyat.

e sin és cos tetszodlegesen sokszor differencidlhaté fiiggvények, sin’ = cos, cos’ = — sin,

e legfeljebb egy ilyen tulajdonsagu fiiggvénypar létezhet,

0 x2n+1
dna =3 (1 20
|
o (2n+1)!

[ ]
0 N r2n
cosx = Z(—l) ek
n=0 ’

Evvel a téargyaldasméddal van egy nagy probléma. Bér a trigonometrikus fiiggvények intuitiv geometriai bevezetése
rendkiviil szemléletes, igy valahdnyszor ezekrol a fiiggvényekrol beszéliink, a geometriai jelentéssel képzeljiik oket
magunk elé, ez a felépités hagy maga utdn némi logikai kivannivalét. Gondoljunk csak arra, hogy a definicidhoz
sziikségiink van olyan fogalmakra, mint az ivhossz vagy a sz6g nagysaga.

Tehat a trigonometrikus fiiggvények tulajdonsagaival nincs igazan probléma, a gond a definicidjuk, a létezés.

Most szeretnénk bemutatni egy lehetéséget arra, hogyan lehet azt a logikai csorbat és a bonyolult geometriai fogalma-
kat kikiiszobolni. A cél nem az, hogy egy ujfajta bevezetési lehet6séget mutassunk a trigonometrikus fiiggvényekre,
hanem hogy jol ismert fogalmakat az analizis logikai épiiletében a helyére tegyiink. A gondolatmenet igen jellemzd
a mai matematika egészére.

Megismertiik intuitiv médon a trigonometrikus fliggvényeket, azok alaptulajdonsagait és az alaptulajdonsdgok fon-
tosabb kovetkezményeit, igy a hatvanysor-eléallitasukat. Ezeket a hatvanysorokat viszont bonyolult geometriai
fogalmak bevezetése nélkiil is fel lehet irni, tulajdonsdgaikat lehet vizsgalni. Ez adhatja az Gtletet arra, hogy meg-
forditsuk a gondolatmenetet és a hatvanysor alakot hasznaljuk a trigonometrikus fiiggvények definicidjara.

Tehat legyen

io: 1:2n+1
sinz:= ) (=1)"—,
|
o (2n +1)!
és legyen
e N xZn
COS T 1= Z(—l) )l
n=0 ’

A hatvanysorokrol tanultak alapjdn azonnal kovetkeznek a kovetkez6 tulajdonsagok:
e D(sin) = D(cos) =R,
e sin pdaratlan, cos paros fiiggvény,

e sin és cos tetszolegesen sokszor differencialhaté fliggvények,

e cosO0=1,

li sinz __ li 1 z? zt =1
o limy o4 — - =lMp o4 (1 —F+357—...) =1,
e sin’ = cos, cos’ = —sin.
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Az addicids képletek belathatok példaul a Cauchy szorzat segitségével, vagy a differencialédsi szabédlyok alkalmaza-
saval a kovetkezd mddon.
Legyen rogzitett de tetszoleges y € R mellett

fy(x) = [sin(x +y) — sinx cosy — cos z sin y)* + [cos(z +y) — cosz cosy + sinx siny]” .

Kiszamolhaté, hogy f,(0) =0 és f,(x) = 0 minden = € R esetén, igy f, = 0.

Ezzel belattuk, hogy a hatvanysorral definialt sin és cos fiiggvények teljesitenek minden fontos alaptulajdonsagot,
amit a trigonometrikus fiiggvényektdl elvartunk. Mivel tudjuk, hogy legfeljebb egy ilyen fiiggvénypar 1étezhet, ezért
ok azok.

Természetesen mivel nem haszndltunk logikailag bonyolult, de szemléletes geometriai fogalmakat, igy a definialt
fliggvények sem til szemléletesek.

3.3. Komplex fiiggvények és hatvanysorok

Ez a pont tlinik a legmegfelelébbnek arra, hogy ravildgitsunk arra, hogy nagyon sok minden abbdl, amit eddig
analizisb6l tanultunk, atvihet6 a komplex szamok korébe. Ehhez tisztaznunk kell néhany dolgot az alapfogalmakkal
kapcsolatban.

Algebra el6adason a komplex szamokrél minden lényeges szerepelt, igy egy komplex szam abszolut értéke is. Ez
lehet6vé teszi, hogy egy szamsorozat konvergenciajat a valéshoz analég modon definialjuk.

3.24. Definicié. Legyen z, = a, + b,i, n € N komplex szamokbdl all6 sorozat és z = a + bi € C komplex szam.
Azt mondjuk, hogy a (z,) sorozat tart a z szdmhoz, vagy a (z,) sorozat hatdrértéke a z szam, ha minden € > 0
porzitiv szdmhoz taldlhaté N € N, hogy barmely n > N természetes szdm esetén |z, — z| < .

3.25. Allitas. Pontosan akkor teljestil, hogy z, — z, ha
— a (|zn — 2|) valds szdmsorozatra |z, — z| — 0 teljesiil.
— az (an) és (by) valds szamsorozatokra a, — a, b, — b.
Bizonyitds. Az els6 atfogalmazds trividlis, a masodik pedig abbdl kovetkezik, hogy
|20 — 2|2 = |an — a|* + |b, — b|*.
O

Ezeknek az atfogalmazasoknak nagy jelent6sége, hogy komplex sorozatok konvergencidjat valds sorozatok konvergen-
cidjaval fogalmazza meg. Igy a sorozatok konvergencidjaval kapcsolatban majdnem minden tétel djrafogalmazhatéd
és sz6 szerint ugyanugy bizonyithatd, mint a valds esetben. Lassunk néhdny példat!

3.26. Allitas. Legyen z, = an + byi, wy, = ¢ +dpi, n € N, tovdbbd z = a+bi, w =c+di. Ha z, — z és w, — w,
akkor

(zn £ wp) — 2z £ w,
(zn - wp) — 2w,
(Z) NS
Wy, w

(Izn]) = [2[.

- Ha w, #0, w # 0, akkor
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Bizonyitds. Csak a szorzasra vonatkozé allitast bizonyitjuk, hogy lassuk a gondolatmenetet. Azt viszont kétfélekép-
pen.
A valds esetet imitalva irhatjuk, hogy

|znwn, — zw| = |zp(wy, — w) + (2, — 2)w| < |zp| - Wy —w| + |20, — 2] - W] = 0

a feltételek szerint.
A misik gondolatmenetet alkalmazva kapjuk, hogy

ZnWn = (ancn — bndy) + (andy + bpen)i — (ac — bd) + (ad + be)i = zw,
hiszen valés szamsorozatokra mar tudjuk a miiveleti azonossagokat. O

Fontos kiemelni, hogy az egyetlen probléma a rendezésnél és az evvel kapcsolatos tételeknél jelentkezik. A komplex
szdmok testét ugyanis nem tudjuk ,értelmesen”, azaz a miiveleti azonossagok megtartéséval rendezni. Igy nincs
értelme szuprémumrol vagy infimumrol sem beszélni. Ennek ellenére a Bolzano-Weierstrass-tétel, amit annak idején
rendezési fogalmak segitségével bizonyitottunk, érvényben marad.

3.27. Definicié. A D C C halmaz korldtos, ha 1étezik K > 0, hogy |z| < K minden z € D esetén - vagyis a
{l]z|:z€ D} CR
halmaz korlatos.

3.28. Tétel (Bolzano-Weierstrass). Legyen (z,) C C egy korldtos sorozat. Ekkor taldlhatd olyan (ny) indexsorozat,
hogy (zn, ) konvergens.

Bizonyitds. Legyen z, = a, + b,i, n € N. Mivel (z,,) korlatos, ezért az (a,) valés sorozat is korldtos, igy a Bolzano-
Weierstrass-tétel tanult valtozata szerint taldlhaté olyan (n;);en indexsorozat, hogy (a,,) konvergens.

A (by,) valés szdmsorozat is korldtos, igy a Bolzano-Weierstrass-tétel ismételt alkalmazdsaval kapjuk, hogy taldl-
haté olyan (lg)ken indexsorozat, hogy (bmk) sorozat konvergens. Mivel részsorozat részsorozata is részsorozat és
konvergens sorozat részsorozata is konvergens, kapjuk, hogy

Zny, = On,, t+bn, 1, kEN
konvergens részsorozat. O

Megjegyezziik, hogy végtelen sorokkal kapcsolatban minden, amit tanultunk, érvényben marad. Az abszoliut kon-
vergencia segitségével itt is sok konvergenciatételt pozitiv tagi sorokra lehet visszavezetni.

A folytatdsban megfogalmazzuk a legfontosabb ponthalmazelméleti alapfogalmakat. Az egyetlen kiilonbség a valds
esethez képest, hogy az € sugard szimmetrikus intervallum szerepét az e sugard nyilt korlap veszi at.

3.29. Definicié. Jelolje
B(w,r):={z€C: |z—w|<r}

a w € C pont r > 0 sugaru kornyezetét. Ez egy w kdzépponti, r sugart nyilt korlap a komplex szamsikon.
Legyen D C C, w € C. Azt mondjuk, hogy a w pont a D halmaznak

— belsd pontja, ha taldlhaté olyan r > 0, hogy B(w,r) C D,

kiilsd pontja, ha taldlhat6 olyan r > 0, hogy B(w,r) C C\ D,

— hatdrpontja, ha minden r > 0 esetén B(w,r) N D # 0, B(w,r) N (C\ D) # 0.

torldddsi pontja, ha minden r > 0 esetén (B(w,r) \ {w}) N D # 0.

Az eddigiekhez hasonléan int D jelsli a D halmaz belsd pontjainak, D a D halmaz hatdrpontjainak, D’ a D halmaz
torlodéasi pontjainak halmazat.
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Az allitasok megfogalmazasa érdekében bevezetiink egy 14j jelolést. Mint lattuk eddig, és kés6ébbi tanulmanyaink so-
ran is latni fogjuk, nagyon sok tételnél lényegtelen a tétel kimonddsa és bizonyitasa szempontjabol, hogy a valds vagy
a komplex szamok testében dolgozunk. Ilyenkor az egységes jelolésmod kedvéért hasznalni fogjuk a K szimbélumot,
ami azt jelenti, hogy tetszés szerint R is és C is irhaté helyette.

3.30. Definicié. Legyen f: C — K, azaz D(f) C C, R(f) C R vagy R(f) c C.

— Azt mondjuk, hogy f folytonos a zy € D(f) pontban, ha bérmely (z,) C D(f) sorozatra, melyre z, — 2o,
teljesiil, hogy f(z,) — f(z0).

— Azt mondjuk, hogy f hatdrértéke a zy € D(f)’ pontban a w szdm, ha bérmely (z,) C D(f) sorozatra, melyre
Zn — 20, Zn 7 20 teljesiil, hogy f(z,) — w. Jelolésben: lim f(z) = w.
zZ—r2z0

— Azt mondjuk, hogy f differencidlhatd a zp € int D(f) pontban, ha létezik

Természetesen a folytonossdg és a hatdrérték ekvivalens médon atfogalmazhaté e-§ terminolégiaval is. A folytonos-
sdg, hatarérték és differencidlhdnyados megszokott miiveleti azonossigai érvényben maradnak a sorozathatarérté-
kekre vonatkozé tulajdonsidgok miatt.

A hatvénysorokkal kapcsolatban minden, amit tanultunk, dtvihet6 a komplex esetre. Legyen (a,) C C, 2o € C és

Z an(z — 2z0)"

(komplex) hatvanysor.

— (Cauchy-Hadamard) Legyen

1 1 1
ri= — =400, — =0].
limsup {/|ax| <+0 +00 )
Ha |z — 29| < r, akkor Y a,(z — z9)™ abszolut konvergens, ha |z — 29| > 7, akkor > a,(z — 20)™ divergens.

— Legyen
f(z) = Z an(z = 20)",  D(f) = B(zo, 7).
n=0

Ekkor f folytonos és tetsz6legesen sokszor differencidlhatd, derivaltjai a tanult médon (a hatvénysor tagonkénti
derivélasdval) szamithatok ki.

— (Abel-tétel) Ha |21 — 29| = r és D> an(z1 — 20)™ konvergens, akkor f folytonosan terjed ki a z; pontra és

f(z1) = 2050 anlz1 — 20)™
Az egyetlen technikai nehézség, hogy a zp pont r sugart kérnyezetének hatara mar nem csak két pontbdl all.
A hatvanysorok lehetOséget adnak arra, hogy néhdny jol ismert fiiggvény definicidjat kiterjessziik a komplex szamok

korében.
A legegyszeriibb példaval kezdjiik. Vilagos, hogy

1 o0
7222", |z] < 1.
1—-=2 =
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Ennek analégidjara mondhatjuk, hogy legyen

oo

cos 2z 1= Z(—l)” )l

n=0

Ez természetesen kiilonosebb szemléletes tartalom nélkiil annak a filozéfidnak a tovabbgorgetése, hogy a trigono-
metrikus (és az exponencidlis) fiiggvényt definidlhatjuk hatvdnysoraval.
Lassuk a definiciék néhdny kovetkezményét !

— sin, cos és exp mindenhol definidlt, tetszélegesen sokszor differencialhaté fiiggvények, melyekre exp’ = exp,
sin’ = cos, cos’ = —sin.
— Az addicids azonossdgok érvényben maradnak (1dsd Cauchy-szorzat), azaz
ez—i—w —e%e¥
sin(z + w) =sin z cosw + cos z sinw

cos(z + w) =cos z cosw — sin z sin w.

Egy 1ényeges Osszefiiggést fogalmaz meg az alabbi allitas.

3.31. Allitas. _
e” = cosz +1isinz, z € C,

ezért specidlisan elm = —1, 2™ = 1.
Bizonyitds. A megfelel6 fiiggvények definicidjaban szereplo hatvanysor-el6allitasbol kovetkezik. O

3.32. Kévetkezmény. Az exp : C — C periodikus fiiggvény 27i (komplex!) periddussal, hiszen az elébbiek szerint

ez+27r1 ze27r1 — o2

=€ e,

Ha f : C — C, akkor az ebben a félévben tanult fogalmak és tételek koziil csak igen keveset hasznosithatunk,
hiszen nincs rendezés, igy se monotonitdsrol, se széls6értékrol, se kozépértéktételekrdl nem beszélhetiink. Ha viszont
f: C — R, akkor, bar monotonitasrdl nem lehet sz6, de legalabb szélséértékekrol beszélhetiink.

3.33. Tétel (Weierstrass-tétel). Legyen f : C — R és legyen D(f) korldtos és zdrt (azaz OD(f) C D(f)) halmaz.
Ekkor f felveszi minimumdt és mazimumdt.

A bizonyitas szordl széra megegyezik a mult félévi jegyzetben szereplével.

Komplex valtozéju fiiggvényekkel kapcsolatos fejtegetéseinket egy kiruccandssal zarjuk az algebra teriiletére.
3.34. Tétel (Az algebra alaptétele). Minden legaldbb elsSfoki komplex polinomnak van zérushelye.
Bizonyitds. (Vizsgira nem kell tudni!) Legyen

p(z)=as+arz+ ...+ a,2", a, € C,0<k<mn, a, #0.

Mivel p : C — C fiiggvény, vizsgéljuk helyette a |p| : C — R fiiggvényt, aminek lehet a szélséértékeirdl beszélni.
Jelolje

=i > 0.
p = inf [p(z)] 2 0

Mivel
|z| = oo esetén |p(z)| — oo,
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(miért?), ezért taldlhaté r > 0, hogy [p(2)| > p ha |z| > r. Tehdt

p= inf |p(z)]|

|z|<r

is teljesiil. Mivel
K:={zeC: |z|<r}

korldtos és zart halmaz, ezért taldlhaté olyan zg € K, hogy u = [p(20)|- Azt kell megmutatnunk, hogy p = 0.
Indirekt, tegyiik fel, hogy p > 0 és legyen
p(z + 20)

p(20)
A feltételek szerint ¢(0) = 1, ¢ egy n-ed foki polinom és |g(z)| > 1. Tehét a ¢ polinom bevezetésével a i > 0 szamot
1-re valtoztattuk. Ezek alapjan irhatjuk, hogy a g polinom

q(z) ==

q(2) =14 bpz™+ ... 02"

alaki, ahol b, # 0 az els6 ilyen tulajdonsiagi egyiitthaté. Ilyen van, hiszen b,, # 0, tehat 1 < m < n.
Megmutatjuk, hogy taldlhaté olyan z szdm, melyre |¢(z)| < 1, ami ellentmondés. Ezt a z szdmot trigonometrikus
alakjaban keressiik, azaz z = pe'¥ alakban.

Mivel ‘# =1, ezért talalhat6 olyan ¢ € R, hogy

—|b .
% =cosp +isinp =e'¥.
Jelolje tovabba
¥
¢ =
m
ekkor ‘
b€ ™ = —|by|.
Legyen

z = ge¥ = p(cos v +isinv) (0> 0).

Célunk most a p szadm iigyes megvélasztasa, hogy ellentmondésra jussunk.
Ekkor

b 2™ = 0" byme™Y = — 0™ byl

Ezért .
lg(2)] = |q (ee™)| < 11 = bm|@™] + [brsile™ T + ... + |balo",

ahol az els6 két tag kivételével a hdromszog-egyenlotlenséget alkalmaztuk. Ha 0 < o™ < ﬁ, akkor 1 — |b,,|0™ > 0,
igy az elsé abszolutérték-jel elhagyhato. Tehat ilyenkor

|q (Qeiw)| <1- ‘bm‘Qm + |bm+1|9m+1 +...+ |bn|9n =1-o" (|bm| - ‘bm+1‘9 e |bn|Qn_m) .

Mivel |b,,| > 0 és polinomfiiggvények folytonosak, ezért ha o ,elég kicsi”, a zardjelben pozitiv szdm all. Egy ilyen o
szamra tehat _
|a (ee™)] <1,

ami ellentmond4s. O
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K, és Taylor-sor,
Abel-tétel,
belsé pont (halmazé), Cauchy-Hadamard tétel,

differencidldsa, [50]
folytonosséga,
komplex hatvanysorok,
konvergenciahalmaz,
konvergenciasugar, [4§|
primitiv fliggvénye,
transzforméacidja, 9]
hiperharmonikus sor,

differencialhatosag
definicio, [3]
derivéltfiiggvény, [5]
elemi fiiggvények,
Fététel, [
folytonossag,
halmazon,
inverzfiiggvény, [7]
kozépértéktételek,
kétszer,
inflexié,
konvex/konkav fiiggvény,
széls6érték, [I7]
kompoziciéfiiggvény, [6]
konstans fiiggvény,
konvex/konkdv fiiggvény,
lokalis szélséérték,
lokalisan nové/fogyé fiiggvény,
miiveletek, [BHg]
monoton fiiggvény,
szigortian lokdlisan nové/fogyé fiiggvény,
szigorian monoton fliggvény,

t6bbszor,

improprius integral,
osszehasonlité kritérium, [44]
Cauchy-kritérium, [44]
Stirling-formula, [46]
végtelen sorok integralkritériuma,
integralfiiggvény
és primitiv fiiggvény kapcsolata, [A0]
definicié, [40]
lokalisan integralhatdsag,
intervallum felosztésa, [25]
alsd, fels6 kozelit6osszeg, 20]
felosztasra illeszkedd vektor,
finomsaga,
kozds finomitésa, 25]
oszcillécids 6sszeg, [29]

fiiggvény Riemann-6sszeg, [30]

érintje, [3] ivhossz,

analitikus,

derivéltfiiggvény, Jensen-egyenlétlenség,

differencialhato,

el6jelet valt egy pontban, L’Hospital-szabaly,

inflexiés pontja, [I7]

kiilonbségihdnyados-fiiggvénye, [3] Newton-Leibniz tétel,

konvex /konkév, norméltartomény,

lokélis széls6értéke, teriilete, 2]

lokalisan analitikus, o

lokalisan névé/fogyd, primitiv fiiggvény, [35]

szigortan, [I1] [ integrélja, 36

szeldje, és folytonossag kapcsolata,

forgastest térfogata, és integrélfiiggvény kapcsolata, @l
helyettesitéses integralds, [37]

hatvanysor, [47] Newton-Leibniz tétel, [38]

Osszegfiiggvény, parcialis integralds,
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Riemann-integral

alkalmazdsai,
Wallis-formula, 4]

Darboux-féle als6/fels§ integral,
definicié,
folytonossag,
formalis tulajdonsdgok,
helyettesitéses integralds, [39]
kozépértéktétele, [35]
Leghasznosabb kritérium,
parcidlis integralas,
Riemann-féle definicio,

Stirling-formula,

Tételek
Abel-tétel,
Algebra alaptétele,
Cauchy-féle kozépértéktétel,
Cauchy-Hadamard,
Darboux-tétel,
Fététel differencidlhaté fiiggvényekre, []
Folytonos fliggvény integralhatdsaga,
Folytonos fliggvény primitiv fiiggvénye,
hatvanysor differencialhatésaga,
hatvanysor folytonossaga,
Hatvénysorok transzformdcidja, [49]
Helyettesitéses integréalas elve,
Riemann-integralra,
Inverzfiiggvény differencidlhatéséga, [7]
Kompozicidfiiggvény differencidlhatésdga, 6]
L’Hospital-szabély, 22|
Lagrange-féle kozépértéktétel,
Leghasznosabb kritérium Riemann-integralhatésagra,
Newton-Leibniz tétel,
Parcidlis integrilds elve, [37]
Riemann-integrélra, [3§]
Riemann-integrédl kozépértéktétele,
Rolle-tétel,
Taylor-formula,
Taylor-formula Lagrange-féle maradéktaggal , [19]
Taylor-polinom, [I9]
Taylor-sor,
nevezetes fiiggvényeké,

Wallis-formula, [

64



	Eloszó
	Differenciálhatóság
	A derivált fogalma és geometriai jelentése
	Derivált és folytonosság
	Muveletek differenciálható függvényekkel
	Elemi függvények deriváltja
	Lokális növés, fogyás, szélsoérték
	Középértéktételek
	Globális monotonitás
	Konvex és konkáv függvények
	Taylor-polinom, Taylor-formula
	Motiváció
	Taylor-polinom és Taylor-formula

	L'Hospital-szabály

	Integrálszámítás
	Riemann-integrál
	A Riemann-integrál definíciója
	A Riemann-integrál tulajdonságai

	Primitív függvény
	Primitív függvény és Riemann-integrál kapcsolata
	A Newton-Leibniz tétel
	Integrálfüggvények

	Improprius integrál

	Hatványsorok
	Hatványsorok
	Trigonometrikus függvények
	Komplex függvények és hatványsorok


