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Eloszo

Ez a jegyzet a 2010/2011-es tanév tavaszi félévében tartott matematika tandrszakos Analizis IV. kurzus anyagdhoz
késziil. A jegyzet a félév soran folyamatosan boviil, az utolsé védltoztatds ddtuma a cimlapon lathaté. A jegyzetben
bizonyara el6fordulhatnak hibdk — ezek jelzését rommel veszem a seszter@cs.elte.hu e-mail-cimen!

A tételek, allitasok, bizonyitasok stb. utdn taldlhaté szamok a Laczkovich M. - T. Sés Vera: Analizis II. c. konyv
megfeleldire utalnak.

Néhany szé a tanulasrol.

1.
2.

Javaslom, hogy ezen jegyzeten kiviil az el6addsokon késziilt érai jegyzetet is tanulmanyozzak!

Az anyag egyszeri, alapos elolvasdsa a megértést szolgalja — az anyag elsajatitdsahoz nem elég. Nagyban
megkonnyiti és megroviditi a vizsgaidoszaki felkésziilést, ha a megértés a félév soran folyamatosan torténik,
az anyagban valé haladédssal parhuzamosan.

Az anyag elsé attanulményozasa utdn — példaul a Targymutaté segitségével — fejbol probaljak meg leirni a
legfontosabb definiciokat és tételeket! Ha valami nem megy, lapozzak fel egybdl a megfelel6 részt, és nézzék
at ujbol!

. Ha a definicidkat és tételeket elsajatitottak, csak akkor kezdjék el a bizonyitasok megtanuldsat! Ez hasonléan

végezhetd, ahogy az el6z6 pontokban leirtam. Minden bizonyitasnal els6sorban azokat a lényeges allitdsokat,
tételeket jegyezzék meg, amely(ek) a bizonyitds f6 1épéseit alkotjdk.

. Végiil, hogy az anyag nagyobb Osszefiiggéseit is megértsék, sziikség van a teljes anyag Gjbdl elolvasdsara, vagy

legalabbis a f6bb pontok attekintésére.

Ajanlott irodalom:

Thomas-féle kalkulus 3., Typotex, 2007. (J6l haszndlhaték az 1-2. kotetek is)

Fekete Z. - Zalay M.: Tobbvaltozds fiigguények analizise, Miiszaki Konyvkiado, 2006.
Laczkovich M. - T. Sés Vera: Analizis II., Nemzeti Tankonyvkiado, 2007.
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Elso fejezet

Differencialegyenletek

1.1. Radioaktiv anyag bomlésa (vagy szaporodas)

!
vy _,
y(t)
Inly(t)|=k-t+Inc, c€RT Jexp(:)
lyt)| =c-e*  ceRT
y(t)=c-e" ceR.

1.1. Allitas. Minden olyan differencidlhatd y : R — R fiigguényhez, melyre y' = k -y, létezik ¢ € R konstans, hogy
y(t) =c-e*  teR.

Bizonyitds. Legyen

Ekkor
() =y (t)-e ™ —ky(t) - e = ky(t) - e ™ —ky(t) - e =0,

tehat ¢ konstans. O

Altaldnositva a fenti problémat, keressiik azokat az y, az I intervallumon értelmezett differencidlhaté fliggvényeket,
melyekre teljesiil, hogy

y'(x) = f(z)y (), (1.1)
ahol f € C(I). Vildgos, hogy ha F egy primitiv fiiggvénye f-nek (minden folytonos fiiggvénynek van primitiv
fiiggvénye, 1d. 2. félév), akkor

yx):=c-eF@ . zel

megoldés tetszOleges ¢ valds szam esetén. A fenti Allitds bizonyitésaval analég médon lathatd, hogy csak ilyen
alaktd megoldasok léteznek.
1.2. Példa.
y'(z) =z -y(x)
A megoldasok az abran lathatdk.

Kezdetiérték-feladat megolddsa
Keresiink olyan differencialhaté y : I — R fiiggvényt, melyre



1.2. INHOMOGEN LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLET ELSO FEJEZET

22

1.1. dbra. y(x) =c-ez, ceR

Valasszunk f-nek olyan F primitiv fiiggvényét, melyre F(zq) = 0, tehat

)= [ s

és legyen c := yg. Ekkor

F(z) f;o f(t)dt

ylx) =c-e =yp-e

j6 megoldés, hiszen
y(wo) = yo - =0 O =y

1.3. Példa.
Y (x) =z - y(z),
y(0) =1

Ekkor az Példa megolddsai koziil csak az y(z) = e% a megold4s.

1.2. Inhomogén linearis differencialegyenlet

Keressiik azokat az y, az I intervallumon értelmezett differencidlhaté fiiggvényeket, melyekre teljesiil, hogy

y'(x) = f(x)y(x) + g(z),

ahol f,g € C(I). Megszorozva az egyenlet mindkét oldaldt egy tetszéleges p differencidlhaté fiiggvénnyel, kapjuk,
hogy

Ha elérjiik, hogy

legyen, akkor a kapott egyenlet
y(@)p(@)] = p(x)g()
alakiva egyszeriisodik. Az (1.1) megoldasabdl kapjuk (1.2)-re, hogy

pla) = e I



ELSO FEJEZET 1.3. SZETVALASZTHATO VALTOZOJU DIFFERENCIALEGYENLETEK

egy j6 megoldds, ahol F' a f egy primitiv fiiggvénye. Ebbdl, mivel p - g € C(I), vagyis Riemann-integralhat is,

ly(@)p()) = p(z)g()

x

y(@)p(z) = e+ / p(t)g(t) dt

Zo

x
ylx)=c- ef'(@) 4 oF (@) / e_F(t)g(t) dt

Zo

L o) / " F@-F O (1) at,

0

ahol zg € I tetszOleges.

Ha kezdeti érték is adva van, vagyis y(zp) = yo, akkor vdlasszuk ismét F-et ugy, hogy F(xzg) = 0 legyen, vagyis
F(xo) = [, f(t)dt, és c:=yo. Ekkor

T
y(o) = yo - ") 4 o) / e FOg(t) dt = yo.

Zo

1.4. Példa. ( )
x T+
J () + Y ) _ o
x x
A megoldésok az[I.2] dbrdn lathatck.
[erm ey +k7 K== .00 K==1 .00
20, \
| \
f \\‘ -~ o
S \_ B
e ],
— Sl
. \\\&
?5;—
ol

1.5. Példa.

Ekkor az Példa megolddsai koziil csak az y(z) = e, D(y) = (0, +00) a megoldds.
1.3. Szétvalaszthato valtozdju differencidlegyenletek

Keressiik azokat az y : I — J intervallumon értelmezett differencidlhaté fiiggvényeket, melyekre teljesiil, hogy

ahol f € C(I), g € C(J). Tegyiik fel, hogy 0 ¢ R(g). Ekkor

3



1.3. SZETVALASZTHATO VALTOZOJU DIFFERENCIALEGYENLETEK

ELSO FEJEZET

Ha G a % egy primitiv fiiggvénye, vagyis G(y) = ;J ﬁ dt, akkor mindkét oldalt integralva

Glola)) =+ [ or

Szerencsés esetben ebbdl y(z) ki is fejezhetd.

1.6. Példa.

A megold4sok az 4bran lathatok.

1.3. ébra. y(z) = V3Vx —22+¢, ce€R



Masodik fejezet

Tobbvaltozos differencialszamitas 1.

Emlékezteto

f :R? — R fiiggvény grafikonja

2.1. dbra. Kétvaltozos fiiggvény grafikonja

Graph(f) = {(ﬂc,y,z) : ($>y) € D(f), z = f(st?,y)} CR?

2.1. Parcialis derivalt

2.1.1. f:R? - R eset

2.1. Definicié (19.54). Legyen f : R? — R, (a,b) € int D(f). Az f fiiggvény = szerinti vagy elsé vdltozd szerinti
parcidlis derivdltja létezik (a,b)-ben, ha
I lim f(.’L',b) _f(aub) = lim f(a+h7b) _f(a7b) cR.

z—a r—a h—0 h

Jelolés: Dy f(a,b) vagy %(a, b) vagy f.(a,b) stb. Itt tulajdonképpen az torténik, hogy az (a, b) pont 2. koordindtajat
lerogzitjiik, és az igy kapott x — f(x,b) egyvaltozos fiiggvényt derivaljuk a-ban.

2.2. Definicié (19.54). Legyen f : R? — R, (a,b) € int D(f). Az f fiiggvény y szerinti vagy mdsodik vdltozé
szerinti parcidlis derivdltja létezik (a,b)-ben, ha
I lim f(a'ay)_f(a'vb) . f(a7b+h)_f(a7b)

y—b y—2>b hl—r% h €

5



2.1. PARCIALIS DERIVALT MASODIK FEJEZET

/b y x
-(a, b) f(x, b) = g(x)
fela, by =g'(a)
X
z=f(x, )
2.2. abra. x szerinti parcialis derivalt
z Z
My
i
7f(x, ») |
1
/) i
[,v ; !
i |
‘ L
y [} y
17 (ab) f(a, y) = h(y)
LR fyta, b) = H'(h)
X
z={(x,7)

2.3. dbra. y szerinti parcidlis derivalt

Jelolés: Ds f(a,b) vagy g—i(a, b) vagy f,(a,b) stb. Itt tulajdonképpen az torténik, hogy az (a,b) pont 1. koordinatajat
lerogzitjiik, és az igy kapott y — f(a,y) egyvaltozos fiiggvényt derivaljuk b-ben.

2.3. Definicié. Az f : R? — R fiiggvény elsd ill. mdsodik parcidlis derwdltfigguénye D1 f : R2 — R ill. Dof :
‘R?2 5 R

D(-le) = {(‘T>y) € lntD(f) : 3D1f(£7y)}a (le)(957il/) = le(f[],y)

D(Daf) = {(z.y) €t D(f) : 3Dsf(z,9)},  (Daf)(z,y) = Daf(z,y)

2.4. Definicié (19.78). Az f : R? — R mdsodrendi parcidlis derivdltjait az elsé ill. masodik parcidlis derivaltfiigg-
vények tovabbi paricalis derivaltjaibél nyerjiik:

Dy f := Di(D1f), Diaf := Di(Daf), Dorf := Da(D1f), Daof := Do(D>f)

2.1.2. Lokalis széls6érték és parcialis derivalt

2.5. Definicié (19.57). Az f:R? — R fiiggvénynek lokdlis minimuma ill. mazimuma (lokdlis szélséértéke) van az
(a,b) € int D(f) pontban, ha (a,b)-nek létezik olyan U = B((a,b),r) kérnyezete, hogy

flzoy) = fla,b) ill. f(z,y) < f(a,b) V(z,y) €U.

Az f(a,b) € R szédm az [ lokdlis minimuma ill. mazimuma (a,b)-ben.
Ha
f(z,y) > fa,b) ill. f(z,y) < fa,b) V(z,y) €U

teljesiil, akkor f-nek szigord lokdlis minimuma ill. mazimuma (szigord lokdlis szélséértéke) van (a,b)-ben.

6



MASODIK FEJEZET 2.1. PARCIALIS DERIVALT

2.4. abra. Lokalis maximum

2.6. Tétel (Lokélis szélséérték sziikséges feltétele, 19.58). Ha az f : R?* — R fiigguénynek az (a,b) € int D(f)
pontban lokdlis szélséértéke van, és léteznek a parcidlis derivdltjai (a,b)-ben, akkor

Dy f(a,b) = Daf(a,b) =0.

Bizonyitds. Kénnyen lathatd, hogy ha az f : R? — R fiiggvénynek az (a,b) € int D(f) pontban lokélis szélséértéke
van, akkor az x — f(x,b) ill. y — f(a,y) egyvaltozds fiiggvényeknek is lokdlis szélsGértéke van a-ban ill. b-ben. Az
allitds a[2.1] és a[2.2] Definicidkbdl, valamint az egyvaltozés differencidlszdmitds keretében tanultakbdl adédik. O

2.7. Példa. Az f(z,y) = sgn (xy) fiiggvényre D, f(0,0) = D5 f(0,0) = 0, mégsincs lokalis szélsbértéke (0,0)-ban.

2.8. Példa. Az f(z,y) = zy (nyeregfeliilet) fiiggvényre D; f(0,0) = D5 f(0,0) = 0, mégsincs lokélis szélséértéke
(0,0)-ban.

LR PLR Ar )

m an
N
AR )
A ) 4
O T
M il
i
e ey
“Q’NQ’O";':":,,;W,@ ‘\:‘s::':‘:":“““‘“"
) Rl NSS! “
Wit AN
Uy | W

2.5. dbra. f(x,y) = xy

2.9. Tétel (19.59). Legyen f az A korldtos és zdrt halmazon értelmezett folytonos fiigguény, és tegyiik fel, hogy
f-nek léteznek a parcidlis derivdltjai int A pontjaiban. Ekkor f a legkisebb és legnagyobb értékét vagy OA-n veszi fel,
vagy int A egy olyan pontjdban, ahol D1 f(a,b) = Do f(a,b) = 0.

Bizonyitds. Az eléz6 félévben lattuk (1d. Altaldnositott Weierstrass-tétel), hogy f-nek van legkisebb és legnagyobb
értéke A-n. A tétel igy a|2.6] Tételbdl adddik. O

2.10. Példa (19.56). Az
(z,y
0, (z,y) = (0,0)

fiiggvénynek léteznek a parcidlis derivaltjai (0,0)-ban, Dy f(0,0) = D2f(0,0) = 0, de a fiiggvény nem folytonos
(0,0)-ban (1d. eléz6 télév.)

f@w:{ﬁ%m ) # (0,0)



2.2. DIFFERENCIALHATOSAG MASODIK FEJEZET

2.1.3. f:RP — R eset
A fentiek kénnyen altaldnosithatok p valtozods fiiggvényekre. Példaul:

2.11. Definicié (19.54). Legyen f: R? - R, a = (a1,...,a,) € int D(f), s € {1,...,p}. Az f fiiggvény i. vdltozo
szerinti parcidlis derivdltja létezik a-ban, ha

E| hm f(al, .. .ai_l,t,ai_ﬂ, .. .,Cl,p) — f(al,. . ,ap)
t—a; t—a;

eR.

Jelolés: D; f(a) vagy %(a) vagy f,,(a,b) stb. Itt tulajdonképpen az térténik, hogy az a pont Gsszes koordindtdjat
lerogzitjitk az i. kivételével, és az igy kapott ¢t — f(a1,...ai—1,t,ait1,...,ap) egyvaltozds fiiggvényt derivéljuk
a;-ben.

2.2. Differencialhatésag

2.2.1. Bevezeto
2.12. Definicié. Egy f: R — R fiiggvény differencidlhatd az a € int D(f) pontban, ha

i A=l - ro e
)
i [ IO T @ o) 2.1)
)
@) = f(@) + f(0) - (z—a) +e(2) - (z—a), lim e(2) =0 (2.2)
f(x)-f(a)

2.6. dbra. Egyvéltozos fiiggvény derivaltja a-ban

2.13. Megjegyzés. Az
y=fla)+ f'(a)- (z —a)
a fliggvény a pontbeli érintdjének egyenlete.
2.14. Definicié (Ld. linedris algebra). Az £: R? — R (homogén) linedris fiigguény, ha Jay, as € R, hogy
lr,y) =1 -z +az-y, (z,9)€R2
(Itt a1 = 5(1,0), Qo = E(O,l))



MASODIK FEJEZET 2.2. DIFFERENCIALHATOSAG

2.2.2. f:R? -+ R eset

2.15. Definicié (19.61). Legyen f : R? — R fiiggvény, (a,b) € int D(f). Azt mondjuk, hogy f differencidlhaté az
(a,b) pontban, ha létezik olyan £ = £, ) : R? — R linedris fiiggvény, melyre

f($>y)_f(a’7b>_€(x_a7y_b)

(x,y)1—>m(a,b) [z —a,y—b)| (vo. 1)) (2.3)
¢
J@y) = flab) + e —ay=b) +e@y) @ -ay=bl, ln  c@y) =0 @D 24

2.16. Tétel (19.64). Ha f differencidlhatd (a,b)-ben, akkor folytonos is (a,b)-ben.

Bizonyitds. A (2.4) egyenlet alapjan kénnyen ellenérizhetd, hogy 3lim ;) (a.5) f(2,y) = f(a,b), tehdt f folytonos
(a,b)-ben. O

2.17. Tétel (19.65). Ha f differencidlhats (a,b)-ben, akkor f-nek léteznek a parcidlis derivdltjai (a,b)-ben, és a
fenti definicicban
E(m,y) = le(a’ b) ST+ DQf(aa b) Y.
Bizonyitds. Tekintsiik a differencialhatésag definiciéjat és rogzitsiik le y = b-t! Ekkor 4(z,y) = a1 -z + s -y
jeloléssel kapjuk, hogy
f(va) _f(avb) — o (x—a)

lim = 07
r—a |x — a|
amibél a 2.1] Definicié alapjén kovetkezik, hogy 3D f(a,b) = a1. A 3D f(a,b) = oz hasonléan adédik. O

2.7. dbra. Kétvaltozos fiiggvény derivaltja

2.18. Kévetkezmény (19.66). Legyen f : R? — R fiigguény, (a,b) € int D(f). Az f pontosan akkor differencidlhato
az (a,b) pontban, ha ott léteznek a parcidlis derivdltjai Dy f(a,b) és Daf(a,b), tovdbbd

f(xay>_f(aab>_le(aab>'($_a)_D2f(a’b)'(y_b)

uﬁgbw |(x —a,y — D) =0 (2.5)
T
flz,y) = f(a,b) + D1 f(a,b) - (x — a) + Do f(a,b) - (y — b) + e(x,y) - |(x — a,y — )|, (zy%iin(ab)g(x’y) -0

2.19. Definicié (19.68). Ha f differencialhaté (a,b)-ben, akkor az f'(a,b) := (D1 f(a,b), Da2f(a,b)) € R? vektort
a fliggvény (a,b)-beli derivdltvektordnak vagy gradiensének nevezziik.



2.2. DIFFERENCIALHATOSAG MASODIK FEJEZET

2.20. Tétel (19.69). Legyen f : R? — R fiigguény, (a,b) € int D(f), és tegyiik fel, hogy a D1f és Daof parcidlis
derivdltfigguények léteznek az (a,b) pont egy kirnyezetében és folytonosak (a, b)-ben. Ekkor f differencidlhatd (a,b)-
ben.

Bizonyitds. Legyen e > 0 rogzitve. Megmutatjuk, hogy létezik 6 > 0, hogy ha |(z,y) — (a,b)| < J, akkor
‘f(xay) _f(aab) _le(aab) . (a:—a) _DQf(a'ab) ' (y_b)‘ <ée- |(x—a,y—b)|,
amivel a Kovetkezmény alapjan az allitast belattuk.

2.8. abra.

A D, f és Do f parcidlis derivaltfiiggvények folytonossdga miatt létezik § > 0, hogy ha |(x,y) — (a,b)| < J, akkor
€, 5
[D1f(2,y) = D1f(a,0)] < 5 és [D2f(x,y) — D2 f(a,b)| < 5. (2.6)

Rogzitsiink le egy |(z,y) — (a,b)] < ¢ tulajdonsdgi (x,y) pontot és alkalmazzuk az ¢t — f(x,t) fiiggvényre az
egyvaltozés Lagrange-kozépértéktételt a [b,y] (vagy [y,b]) szakaszon! Eszerint létezik ¢ = ¢(x,y) € [b,y] pont,
melyre

Alkalmazva most a t — f(t,b) fiiggvényre az egyvaltozds Lagrange-kozépértéktételt a [a, z] (vagy [z, a]) szakaszon
kapjuk, hogy 1étezik d = d(z,y) € [a, z] pont, melyre

f(z,b) = f(a,b) = D1 f(d,b) - (x — a). (2.8)

A feltételekbdl adddik, hogy
|(z,¢) = (a,b)| <0 és [(d,b) — (a,b)| <0

is teljesiil, amibdl (2.6) alapjin
e €
|D2f(I,C)7D2f(a,b)| < 53 €s ‘le(dab)fle(a’vb” < 5 (29)

A ([2.7), (2.8]) és (2.9) felhasznalasdval

|f(z,y) — f(a,b) = D1f(a,b) - (x — a) — D2f(a,b) - (y — b)|
< \f(x,y) _f(x7b) —Dgf(a,b) ’ (y_b)l + |f($7b) _f(a7b) _le(a7b) ’ (w—a)|
= |D2f(z,¢) - (y = b) = D2f(a,b) - (y = b)| + |D1f(d,b) - (x —a) = D1 f(a,b) - (x — a)
€ €
<Sly-blle—a < l@—ay b,
amivel a bizonyitds kész. O
2.21. Definicié. Az f : R? — R fiiggvényt kétvdltozds polinomfiigguénynek (vagy polinomnak) nevezziik, ha az

f(z,y) figgvényérték c- 2™ - y™ (c € R, n,m € N) alaku tagok osszegeként all eld.
Két kétvaltozds polinom hanyadoséat kétvdltozds raciondlis tortfiigguénynek nevezziik.
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MASODIK FEJEZET 2.2. DIFFERENCIALHATOSAG

2.22. Kovetkezmény (19.70). A polinomfiigguények mindeniitt differencidlhatdk. A raciondlis tortfiggvények dif-
ferencialhatok az értelmezési tartomdnyuk minden pontjdban.

2.23. Definicié (19.72). Legyen (a,b) € int D(f) és f differencidlhaté (a,b)-ben. Ekkor az f fiigguény (a,b) pontbeli
érintdsikja a

z = f(aub) +D1f(aab) : (az—a) +D2f(a7b) : (y_b)
egyenletii sik. Atrendezve,

0=Di1f(a,b) - (x—a)+ D2f(a,b) - (y = b) + (=1)(z — f(a, D)),
tehat az érintésik az R? tér egy (a,b, f(a,b)) ponton adtmend (D1 f(a,b), Daf(a,b), —1) norméalvektori sikja.

2.9. dbra. Az f(x,y) = 2 + y? + 3 fiiggvény egy érintésikja

2.24. Megjegyzés. A derivalt definicidjabdl adddik, hogy az érintdsik ,elég kozel” van a fliggvény grafikonjahoz,

hiszen
f @) = (F@h) + Dif(a) - (r—a) + Daf(at) (w-D) _

(,5)— (a,b) |(z —a,y —b)| ’
ahol a szamldléban az f(x,y) és az érintésik megfelels pontjanak tdvolsdga szerepel.
2.2.3. Irdnymenti derivalt, Lagrange-kozépértéktétel
2.25. Definicié (19.74). Legyen v = (v1,v2) egy egységvektor, vagyis

lv] = \/v} 403 =1

Az f:R? — R fiiggvény (a,b) € int D(f) pontbeli v irdnyd irdnymenti derivdltja 1étezik, ha

3 lim f((a,b) +t- (v1,v2)) — f(a,b) ~ im fla+tv, b+ tvy) — f(a,b) cR.

t—0 t t—0 t

Jelolés: D, f(a,b) vagy g—{)(mb). Itt tulajdonképpen az torténik, hogy a t — f((a,b) + t - (v1,v2)) egyvaltozos
fiiggvényt derivéaljuk O-ban.

2.26. Megjegyzés (19.76). A parciélis derivaltak valdjdban speciélis irdnymenti derivaltak:
le(aa b) - D(l,O)f(av b)’ DQf(aa b) - D(O,l)f(aa b)

2.27. Tétel (19.75). Ha egy f : R? — R fiiggvény differencidlhaté az (a,b) € int D(f) pontban, akkor ebben a
pontban létezik minden v = (vi,v2), |v| = 1 irdny menti derivaltja D, f(a,b), tovdbbd

va(a" b) = (f’(a,b),v) = <(D1f(a7b)’D2f(a7b)) ) (U1’U2)>
= le(a, b) -1 + sz(a,b) - Vg

11



2.2. DIFFERENCIALHATOSAG MASODIK FEJEZET

2.10. abra. Iranymenti derivalt

Bizonyitds. A bizonyitdsban az egyszeriiség kedvéért (a,bd) helyett frjunk a-t, (x,y) helyett pedig x-et. Ekkor
a Kovetkezmény alapjan f differencidlhatésaga a-ban azt jelenti, hogy létezik olyan e fiiggvény, melyre

£(@) = f(@) + (f'(@).2 —a) +e(@)-lo—al, L (z) = 0.
frjunk x helyébe a + t - v-t! Ekkor
flatt-v)=fla)+(f(a),t-v) +e(at+t-v)-[t-[v].
Mivel a skaldris szorzds linedris, valamint |v| = 1, ezért ebbél

flatt-v) - fla)
t

Elvégezve a lim;_,o hatardtmenetet kapjuk, hogy

Dy f(a) = (f'(a),v).

= (f'(a),v) e(a+t-v). (2.10)

O

2.28. Példa. Olyan fiiggvényre, amelynek minden v irdnyd derivéltja létezik a (0,0)-ban, de mégcsak nem is
folytonos a (0,0)-ban, 1d. abra.

i

2.11. dbra. f(z,y) =1, (z,y) €T, f(x,y) =0, (z,y) ¢T.

2.29. Definicié. Legyenek a = (a1, as),b = (b1, b) € R? pontok a stkon. Az [a, b] szakasz az
[a,b) :={a+t-(b—a):t€01]}={(1—1t)-a+t-b:te[0,1]}

ponthalmaz.

12



MASODIK FEJEZET 2.2. DIFFERENCIALHATOSAG

2.30. Tétel (Lagrange-kozépértéktétel, 19.77). Legyen az f : R? — R fiiggvény differencidlhaté az [a,b] szakasz
pontjaiban, a,b € R2. Ekkor

(a) az F(t) = f(a+t- (b—a)), t € [0,1] figguény differencidlhaté [0,1)-en és
F'(t)=(f(a+t-(b—a)),b—a), tel[0l];
(b) létezik olyan c € [a,b] pont, melyre
f(0) = f(a) = (f'(c),b—a) = D1f(c) - (b1 — a1) + Daf(c) - (b2 — a2).

Bizonyitds. (a) Legyen t € [0,1] rogzitve. Azt kell beldtnunk, hogy

T lim F(t+h)—F(t)
h—0 h

Definicié szerint F(t + h) = f(a+ (t+h)-(b—a)) = fla+t-(b—a)+ h-(b—a)). Jeldlje a :=a+t-(b—a),
v := b — a. Ekkor a beldtando &llitas

={f'la+t-(b—a)),b—a).

fa+hov)—f@)
3 lim . — (f'(@).v).

ami adédik a Tétel bizonyitdsaban szerepld egyenléséghél, az ott latottakkal teljesen analég mdédon.
(Konnyen meggondolhatd, hogy a bizonyitds a |v| = 1 feltétel nélkiil is miikodik.)

(b) Az (a) pont jeldlésével f(b) = F (1), f(a) = F(0). Mivel F differencidlhaté [0,1]-en, ezért az egyvaltozdés Lagrange-
kozépértéktétel szerint létezik u € (0,1), melyre

F(1)—-F(0
76 f0) = THZEO iy < (o (0 a)),b - a)
az (a) pont alapjan. Ebbdl ¢ :=a + u - (b — a) € [a, b] jeloléssel kovetkezik az llitds. O

2.2.4. f:RP - R eset

Ko6nnyen meggondolhatd, hogy fentiek hogyan édltaldanosithatok a p valtozds esetre.

2.31. Definicié (Ld. linedris algebra). Az ¢:RP — R (homogén) linedris figgvény, ha 3aq, ..., a, € R, hogy
lr)=a- 21+ +ap-xp, x=(z1,...,2p) €RP.

(Itt @1 = £(1,0,...,0),...,05, = £(0,...,0,1).)

2.32. Definicié (19.61). Legyen f : RP — R fiiggvény, a = (a1, ...,ap) € int D(f). Azt mondjuk, hogy f differen-
cidlhato az a pontban, ha létezik olyan £ = £, : RP — R linearis fiiggvény, melyre

o J@) = fla) — ta—a)

Tr—ra ‘LE — a|

4
f(£) = f(a) + £x — a) + £(2) - |z — al, lim () =0

=0

2.33. Tétel (19.64). Ha f:RP — R differencidlhaté a-ban, akkor folytonos is a-ban.
2.34. Tétel (19.65). A fenti definicicban
Uz)=D1f(a) - x1+---+Dyf(a)- zp.

2.35. Definicié (19.68). Ha f differencidlhaté a-ban, akkor az f'(a) := (Dif(a),...,D,f(a)) € RP vektort a
fliggvény a-beli derivdltvektordinak vagy gradiensének nevezziik.

13



2.3. A YOUNG-TETEL MASODIK FEJEZET

2.36. Tétel (19.69). Legyen f: RP — R fiiggvény, a € int D(f), és tegyiik fel, hogy a D1f,...,D,f parcidlis deri-
valtfiigguények mind értelmezve vannak az a pont egy kornyezetében és folytonosak a-ban. Ekkor f differencidlhato
a-ban.

2.37. Definicié (19.72). Legyen a € int D(f) és f differencidlhaté a-ban. Ekkor az f fiigguény a pontbeli érintd
hipersikja a
zpt1 = fla) + Dif(a) - (z1 —ar) + -+ Dpf(a) - (xp — ap)

egyenletli hipersik. Atrendezve,
0=Dif(a) (z1—a1)+- -+ Dpf(a) (xp —ap) + (=1)(xp+1 — f(a)),

tehdt az érint6 hipersik az RPT! tér egy (a1, ...,a,, f(a)) ponton d&tmend (D f(a),...,D,f(a), —1) normdlvektori
hipersikja.

2.38. Definicié (19.74). Legyen v € RP egy egységvektor, vagyis

lv] = \/vi4--+0v2 =1

Az f:RP — R fiiggvény a € int D(f) pontbeli v irdny irdnymenti derivdltja 1étezik, ha

Lo St t) — f(a)
t—0 t

eR.
Jelolés: D, f(a) vagy g—i(a). Itt tulajdonképpen az torténik, hogy a t — f(a+t-v) egyvéltozds fiiggvényt derivaljuk
0-ban.

2.39. Tétel (19.75). Ha egy f : R? — R fiigguény differencidlhatd az a € int D(f) pontban, akkor ebben a pontban
létezik minden v € RP, |v| =1 irdny menti derivdltja D, f(a), tovdbbd

D, f(a) = (f'(a),v) = (D1 f(a),..., Dypf(a)), (vi,-..,vp))
=Dif(a)-vi+---+Dpf(a)- v,

2.40. Definicié. Legyenck a,b € R? pontok a sikon. Az [a,b] (dltaldnositott) szakasz az
[a,b) :={a+t-(b—a):t€[01]}={(1—1t)-a+t-b:tec[0,1]}
ponthalmaz.

2.41. Tétel (Lagrange-kozépértéktétel, 19.77). Legyen az f : RP — R fiigguény differencidlhatd az [a,b] szakasz
pontjaiban, a,b € RP. Ekkor

(a) az F(t) .= fla+t-(b—a)), t €0,1] figguény differencidlhatd [0,1]-en és
F't)=(f'(a+t-(b—a)),b—a), tel01];
(b) létezik olyan c € [a,b] pont, melyre

f®) = fa) = (f'(c),b—a) = D1 f(c) - (b1 — a1) + -+ + Dpf(c) - (bp — ap).

2.3. A Young-tétel

Az alabbi tétel arrdl szél, hogy mikor cserélheté fel az egyes valtozdk szerinti derivalds sorrendje.

2.42. Tétel (Young, 19.80). Ha az f : R? — R fiigguény D1 f és Dof parcidlis derivdltfigguényei értelmezve vannak
az (a,b) € int D(f) pont egy kirnyezetében és differencidlhaték az (a,b) pontban, akkor

Diof(a,b) = D21 f(a,b).

14
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(a,b+h) +h b+h)

2.12. abra. Lemma a Young-tételhez

2.43. Lemma (19.81).

1. Ha a D1 f parcidlis derivdltfigguény értelmezve van az (a,b) € int D(f) pont egy kornyezetében és differenci-
dlhatd az (a,b) pontban, akkor

lim fla+h,b+h)— f(a+h,b) — f(a,b+ h)+ f(a,b)

h—0 72 = D1 f(a,b). (2.11)

2. Ha a Dof parcidlis derivdltfiigguény értelmezve van az (a,b) € int D(f) pont egy kirnyezetében és differenci-
dlhatd az (a,b) pontban, akkor

. fla+h,b+h)— f(a+ h,b) — f(a,b+ h) + f(a,b)
11m
h—0 h?

= D12 f(a,b). (2.12)
Bizonyitds. Az 1. pontot bizonyitjuk, a 2. teljesen hasonléan megy. A differencidlhatdsag Kovetkezménybeli
definicidjat felirva a Dy fiiggvényre (a, b)-ben kapjuk, hogy

le(l',y) = le(avb) + Dllf(aab) : (LU - (L) + D21f(a7b) : (y - b) + E(.’E,y) : |(.’17 —a,y— b)|’ (213)

ahol lim(, y)—(a,p) €(2,y) = 0. Rogzitett h > 0 esetén jelolje

wn(@) == f(a,b+h) — f(x,b) (2.14)
egyvaltozés fliggvényt. Ekkor a lemma allitdsaban szerepl6 kifejezésre
fla+h,b+h)— fla+h,b)— f(a,b+h)+ f(a,b) = up(a+ h) — up(a). (2.15)

Mivel f az els6 véltozdja szerint differencidlhaté (a, b) egy kdrnyezetében, ezért kis h esetén uy, := w is differencialhatd
az a pont egy kornyezetében. Alkalmazzuk egy ilyen w-ra az egyvdltozds Lagrange-kozépértéktételt [a,a + h]-n!
Eszerint 1étezik o = a(h) € [a, a + h], melyre

u(a+h) —u(a) = (a) - h = (D1f(a,b+h) — D1 f(a,b)) - h (2.16)
az u definiciéja alapjan. Most irjuk fel a egyenléséget (z,y) helyett (o, b+ h)-ra ill. («, b)-re! Ebbél
Dyf(a,b+h) = D1 f(a,b) + D11 f(a,b) - (v —a) + D1 f(a, ) - b+ e(a, b+ h) - [(a — a, h)|;
Dy f(a,b) = Dy f(a,b) + D11 f(a,b) - (o — a) + D21 f(a,b) - 0+ e(a, b) - | — a. (2.17)
Osszevetve a m, [2.16) és (2.17) egyenléségeket kapjuk, hogy

fla+h,b+h)— fla+h,b) — f(a,b+h)+ f(a,b)  u(a+h)—u(a) Dif(a,b+h)— Dif(a,b)
h? B h? n h

:D21f(a’b)+€(a’b+h)'M*E(a,b)' |O[;a|
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Mivel |a—a| < h, ezért az utolsé két tagban a tértek korldtosak, h — 0 esetén a = a(h) — a, 1gy lim(, ) (a,p) €(7, y) =
= 0 miatt limp_0&(e, b+ h) = limp_,0 (e, b) = 0. Ebbél

lim fla+h,b+h)— fla+h,b) — f(a,b+ h)+ f(a,b)

P, h2 - D21f(a7b)>

és ezt kellett belatnunk. O

Bizonyitds. (Young-tételé) Mivel a Young-tétel feltételei alapjin a Lemma mindkét pontjanak feltétele teljesiil,
ezért szitkségképpen Disf(a,b) = Day f(a,b). O
2.44. Példa. A Young-tétel nem teljesiil az aldbbi fiiggvényre:

2

o [vEs @) £ 00),
ey {0» (2.9) = (0,0).

2.45. Definicié (18.28). Legyen f differencislhaté az (a,b) € R? pont egy kornyezetében. Ha f parcidlis de-
rivéltfiiggvényei differencidlhaték az (a,b) pontban, akkor azt mondjuk, hogy f kétszer differencidlhatd az (a,b)
pontban.

A definiciébdl nyilvéanvald, hogy ha f kétszer differencidlhaté (a,b)-ben, akkor teljesiil rd a Young-tétel.

2.4. A Taylor-polinom

2.46. Definicié. Legyen az f : R? — R fiiggvény differencidlhaté az (a,b) € int D(f) pontban. Ekkor az f fiiggvény
(a,b) pontbeli 1. Taylor-polinomja

Tl{(mb)(xvy) = f(a7 b) + le(a7b) : (Z‘ - a’) + D2f(a'ab) ' (y - b)
az a legfeljebb els6foku polinomfiiggvény, melynek grafikonja az érintosik.

A (2.5) képlet alapjan
f(x, y) - Tlf(a,b) (.Z‘, y)

lim
(@y)—(ab)  |(x—a,y—D)

)

amit 4gy is mondhatunk, hogy az 1. Taylor-polinom elsérendben kozeliti f-et, mivel a nevezében az (x — a,y — b)
vektor hosszanak elsé hatvanya szerepel.

2.47. Definicié (19.92). Legyen az f : R?> — R fiiggvény kétszer differencidlhaté az (a,b) € int D(f) pontban.
Ekkor az f fiiggvény (a,b) pontbeli 2. Taylor-polinomja

Tzf,(a,b)(9573/) = f(a,b) + D1 f(a,b) - (x —a) + Daf(a,b) - (y — b)+

l (Dllf(aab) : ($ - a)2 +D21f(a7b) : (aj —(l) : (y _b) +D12f(a'7b) : (SU _a‘) : (y _b> +D22f(a’b) : (y - b)2)

3

egy legfeljebb masodfoku polinomfiiggvény.

Jelolés. Legyen az f : R? — R fiiggvény kétszer differencidlhaté az (a,b) € int D(f) pontban. Jelslje d! f(a,b) :
:R? — R és d?f(a,b) : R? — R az aldbbi (kétvaltozés) fiiggvényeket :

(dlf(avb)) (z,y) == D1f(a,b) -+ D2f(a,d) - y;
(dzf(a,b)) (z,y) := D11 f(a,b) - 2* + Doy f(a,b) -z -y + D1af(a,b) -z -y + Doz f(a,b) - y?
= D11 f(a,b) - 2* +2Do1 f(a,b) -z - y + Do f(a,b) - >
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Ezzel a jeloléssel

T (0 (:9) = £(0,D) + (@ F(0,6))(x — a,y — b) + 3 (@ F(a,D)( — .y D) (2.18)

Ez nagyon hasonlit az f : R — R fiiggvények 2. Taylor-polinomjanak alakjahoz:

T (@) = f(@) + () (2~ a) + 5./ (a) - (2 ).
Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a 2. Taylor-polinom mdsodrendben kozeliti a fiiggvényt.
2.48. Tétel (19.91).
T wpy(@b) = f(a,b), DTy, (a,b) = Dif(a,b), DyTy ., (a,b) = Dijf(a,b), i, =12.
Tovdbbd, ha p olyan legfeljebb mdsodfoku polinomfiigguény, melyre a fentiek teljesiilnek, akkor p = Ti(a,b).
Bizonyitds. A tétel elsd része egyszerli szamoldssal ellendrizhetd. A mésodik részt nem bizonyitjuk. O
2.49. Tétel (19.97). Legyen az f : R? — R fiigguény kétszer differencidlhaté az (a,b) € int D(f) pontban. Ekkor
1.

lim =0, 2.19
(zy)—>(ab)  |(x—a,y—b)? (2.19)

Vagyis 1! masodrendben kézeliti a fligguényt.

2,(a,b)
2. Ha p olyan legfeljebb mdsodfoki polinomfiggvény, melyre (2.19)) teljesiil, akkor p = T;(a by

Bizonyitds. Az 1. pontot bizonyitjuk, a 2-t nem. Jeldlje g(z,y) := f(z,y) — TQf(a b)(a:,y). A Tétel szerint

g(a,b) =0, D;g(a,b) =0, D;jg(a,b) =0, ,j=1.2. (2.20)

Mivel f és T2f (a.b) differencidlhaté az (a,b) egy kornyezetében, igy ¢ is. Legyen (z,y) ebbél a kornyezetbol, és
alkalmazzuk g-re a Lagrange-kozépértéktételt az [(a,b), (z,y)] szakaszon! Eszerint létezik ¢ = (c1,¢2) €

9(z,y) = g(z,y) — g(a,b) = Dig(c) - (x — a) + Dag(c) - (y — b). (2.21)
Mivel f kétszer differencidlhaté (a, b)-ben, T2f (.b) pedig akdrhdnyszor differencidlhaté a sfkon (hiszen polinom),

ezért g is kétszer differencidlhaté (a,b)-ben. Definicié szerint és alapjén
Dig(x,y) = D1g(a,b) + D11g(a,b) - (x — a) + Da1g(a,b) - (y —b) +e1(z,y) - [(z — a,y — b)|
=ci(z,y) - |(x —a,y —b)
Dag(z,y) = D2g(a,b) + Di2g(a,b) - (z — a) + Daag(a,b) - (y — b) + e2(x,y) - |(x — a,y — b)|
= ea(,y) - [(z —a,y — b)|.
Ezeket felirva (x,y) helyett ¢ = (c1, ca)-re kapjuk, hogy
Dig(c) =ei1(c) - [(c1 —a,c2 = b)|,  Dag(e) = ea2(c) - [(c1 — a,c2 = b)].
A kapott kifejezéseket —be helyettesitve
9(z,y) =e1(c) - (1 —a,c2 = b)| - (x — a) + e2(c) - [(ec1 —a,c2 = b)[ - (y = b).

A ¢ pont vélasztdsa miatt (z,y) — (a,b) esetén ¢ = (¢1,c2) — (a,b). Tovdbbd, nyilvdn |(¢; — a,co — b)| < |(z —
—a,y="b)|, |lx—al <|(x —a,y—Db)| és |y — b] < |(x — a,y — b)|. Ezek alapjén

@) =T (@) . g(x,y)
lim 5 = e
(zy)—(ab)  |(x —a,y—Db)] (zy)—(ab) |(x — a,y — b)|
. [(c1 —a,c2 = b)| - (z —a) I(Cl—a702—b)|'(y—b))
= lim e1(c) - +e2(c) -
Ll (a0 e 1) Gy - )P
pu— 0,
mivel az utolsé két tagban a tértek korlatosak és lim, ) (a0) €1(2,y) = im(y ) (a,p) €2(7,y) = 0. O
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2.5. Kétszer differencialhaté fiiggvény széls6értéke, konvexitasa

A tovabbiakban célunk, hogy - az egyvaltozds esethez hasonléan - elégséges feltételt adjunk kétszer differencidlhatéd
fuggvények lokélis szélsGértékének létezésére ill. konvexitasara. Ehhez sziikségiink lesz a kvadratikus alak fogalmara.

2.50. Definicié. Legyen ¢ : R> — R polinom. Azt mondjuk, hogy q kvadratikus alak, ha

q(z,y) = c1a® + ca1xy + crayx + c22y” (2.22)

e,
e

2.13. dbra. Pozitiv definit kvadratikus alak, ¢(z,y) = 5 (z? + y?)

2.51. Példa. Kvadratikus alakra: f kétszer differencidlhaté (a,b)-ben, ¢ = d?f(a, b)
(d®f(a,b)) (z,y) = Duif(a,b) - x* + Do f(a,b) - & -y + D12 f(a,b) - & - y + D22 f(a,b) - y. (2.23)
2.52. Definicié (19.98). Egy ¢ : R? — R kvadratikus alak pozitiv ill. negativ definit, ha minden (z,y) € R?\{(0,0)}

esetén q(z,y) > 0ill. g(z,y) < 0. A kvadratikus alakot pozitiv ill. negativ szemidefinitnek hivjuk, ha az elé6bbiekben
egyenldség is meg van engedve. Egy ¢ : R? — R kvadratikus alak indefinit, ha felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

z = 0.5{y 2-x*2)

2.14. dbra. Indefinit kvadratikus alak, ¢(z,y) = 3 (y* — 2?)

2.53. Megjegyzés. A fenti definiciéban a feltételek teljesiilését elég egy abszoltt értékii (hosszi) (x,y) € R? vektorokra
megkdvetelni.
Tovéabba, linedris algebrabdl ismeretes, hogy egy ¢ kvadratikus alak definitsége a (2.22)) egyenletben szerepl$ egyiitt-

hatokbdl képezett
o < cioen )
Ci2 (€22
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matrix definitségével egyezik meg. Ha det C' > 0 és ¢11 > 0, akkor C pozitiv definit, ha det C' > 0 és ¢11 < 0, akkor C
negativ definit. A ca1 = c12 (szimmetrikus matrix) esetben ha det C' = 0, akkor C' (pozitiv vagy negativ) szemidefinit,
ha det C' < 0, akkor C' indefinit. (Ebben az esetben a det C' > 0, ¢11 = 0 nem fordulhat el§.)

Az alabbi tétel arrdl sz6l, hogy ha egy fiiggvény kétszer differencialhaté (a,b)-ben, akkor a d?f(a,b) kvadratikus
alak definitsége hasonld szerepet jatszik a lokdlis széls6érték létezésében, mint egyvéltozos fliggvények esetén az
adott pontbeli masodik derivalt eldjele.

2.54. Tétel (Lokalis szélséérték létezése, 19.99). Legyen f : R? — R kétszer differencidlhats az (a,b) € int D(f)
pontban, és tegyiik fel, hogy D1 f(a,b) = Dsf(a,b) = 0.
1. Ha f-nek (a,b)-ben lokdlis minimuma ill. mazimuma van, akkor a —ban definidlt d®f(a,b) kvadratikus
alak pozitiv ill. negativ szemidefinit.

2. Ha a —ban definidlt df(a,b) kvadratikus alak pozitiv ill. negativ definit, akkor f-nek (szigori) lokdlis
minimuma ill. maximuma van (a,b)-ben.

Bizonyitas. A bizonyités elején gondoljuk meg, hogy a g kvadratikus alak (2.22)) definiciéja alapjan tetszéleges t € R
valds szamra
q(t-z)=1* - q(x), zeR>% (2.24)

A bizonyitds sordn az egyszeriliség kedvéért (a, b) helyett a-t, (x, y) helyett pedig z-et ifrunk. Mindkét pont bizonyitdsa
a ([2.19) Taylor-formulén alapul, mely a (2.18) jelslés valamint a Dy f(a,b) = Daf(a,b) = 0 feltétel felhasznaldsaval

az alabbi alakot Olti:
o f@) — f@) ~ f @)@~ a)

T—a |l — a|2

=0. (2.25)

Mindkét pontban a lokélis minimum esetét bizonyitjuk, a lokédlis maximum esete hasonléan megy.
1. Indirekt tegyiik fel, hogy d? f(a) nem pozitiv szemidefinit, tehdt taldlhaté olyan zg € R?, |zg| = 1 vektor, melyre
d?f(a)(wo) < 0. Legyen
d*f(a)(zo)
e
A hatdrérték alapjan e-hoz létezik d; > 0, hogy ha 0 < |z — a| < d1, akkor
|f(@) = fla) = 3d°f(a)(z — a)| S {CCY

=—-——"" 2.26
| — al? c 2 (2:26)

£:= > 0.

Mésrészt, mivel f-nek a-ban lokélis minimuma van, ezért 1étezik olyan do > 0, hogy ha |x — a| < d3, akkor f(x) >
> f(a). Legyen ¢ := min{d1,d2} és 0 < t < § tetsz6leges. Ekkor az x := a + t - xg pontra |z — a| =t < § teljesiil.
Erre felirva (2.26)-ot kapjuk, hogy

2f(a)(z
flatt-20) — f(a) — @ (a)(t-ao)| < LD g2
Ebbol, felhasznélva —et,
fla+t-x0) — f(a) < t2%d2f(a)(x0) - w 2 =0,

ami ellentmond f(a + ¢ - xzg) > f(a)-nak.

2. Tegyiik fel, hogy a d?f(a) kvadratikus alak pozitiv definit. Mivel d%f(a) egy (kétvaltozés) polinom, igy folytonos
az egész sikon, ezért az (4ltalanositott) Weierstrass-tétel szerint az

S::{xGRQ:\ﬂ:l}

kompakt halmazon van minimuma — ez legyen m := ming d? f(a) > 0, a feltétel alapjan. A (2.25) hatarérték alapjan
€ 1= T-hoz létezik olyan 6 > 0, hogy ha 0 < |z — a| < 6, akkor

(@) = f(a) — 3d*f(a)(z — a)|

[z —al?

<e=

)

m
2
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amibdl
—f(@) + fla )<* |z —af® - d2f(a)($—a)~

A (2.24) felhasznalasaval, m definicidja szerint

f(a)(x —a) = |z — af? - d2f(a) <“> >m |z — al?.

|z —a
fgy
f(@) + fa) < e — o’ ~ Saf(a)(z —a) < 2 -l —al — gmfo —af? =0,
vagyis ha 0 < |z — a| < d, akkor f(a) < f(z), tehédt f-nek szigord lokdlis minimuma van a-ban. O
2.55. Megjegyzés. A Megjegyzés alapjan d?f(a,b) definitsége eldonthetd a
Di1f(a,b) D21 f(a,b) (2.27)
Dl?f(a’a b) D22f(a7b) ’

(a feltételek alapjan szimmetrikus) matrix definitsége alapjén.
2.56. Megjegyzés. A fenti tétel egyik &llitdsa sem megfordithat6! (Ld. egyvaltozos eset.)

Térjiink most ra a konvexitdsra!

2.57. Definicié. Azt mondjuk, hogy a G C R? halmaz konvezr, ha minden olyan szakaszt tartalmaz, melynek
végpontjai G-ben vannak.

W )

m “ W ‘
ooo%%(«/
. l ”l’l’:///

2.15. dbra. Kétvaltozds konvex fiiggvény, f(z,y) = 1(2? + y?)

2.58. Definicié (19.101). Az f : R? — R fiiggvény konver (konkdv) a G C D(f) konvex halmazon, ha minden
21, %9 € G esetén az egyvaltozds t — f((1—t)x; +tas) fiiggvény konvex (konkdv) [0,1]-en, vagyis minden x1, 29 € G
esetén

F((U =ty +twg) < (Z)(1 =) f (21) +£f(22), Ve [0,1]

2.59. Tétel (19.103). Legyen f : R? — R kétszer differencidlhatdé a G C D(f) konvex nyilt halmazon. Az f fiiggvény
akkor és csak akkor konvex (konkdv) G-n, ha minden (a,b) € G esetén a d®f(a,b) kvadratikus alak pozitiv (negativ)
szemidefinit.

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk — a Tétel bizonyitdsaban hasznalt technikdk felhasznaldsaval igazolhato. O
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2.6. f:RP - R eset

Az eddigiekben térgyaltak megfeleléen altaldnosithaték R? helyett RP-re (p > 2).

2.60. Definicié (19.85). Egy f : R? — R fuggvény a € int D(f) pontbeli k-adrendi parcidlis derivdltjai, D;, ., f(a),
1 <i,...,ix < p (k> 2) gy kaphatdk, hogy a k — l-edrendii parcidlis derivaltfiiggvényeket: D, ;. . f, 1 <
<i1,...,05—1 < p derivaljuk valamelyik valtozé szerint a-ban.

Egy f : RP — R filiggvény a pontbeli kétszeres differencialhatésagat ugyaniugy definidljuk, mint p = 2 esetben
(differencidlhaté a egy kornyezetében, és minden parciélis derivaltja differencidlhaté a-ban.)

2.61. Tétel (Young-tétel, 19.84). Ha az f : RP — R fiigguény kétszer differencidlhaté az a € int D(f) pontban,
akkor

Dijf(a) = Djif(a), i,j=1,....p
2.62. Definicié. Legyen az f : RP — R fiiggvény kétszer differencidlhaté az a € int D(f) pontban. Az

Dllf(a) Dglf(a) e Dplf(a)

. Dlgf(a) Dggf(a) . ngf(a)
fia) = : : :

Dipf(a) Dypf(a) ... Dppf(a)

p X p matrix neve Hesse-mdtriz.

Az (4ltaldnositott) Young-tétel alapjan a Hesse-mdtrix szimmetrikus. A képletben szereplé matrix egy f :
: R? — R fiiggvény Hesse-matrixa. Az eléz6 alfejezet alapjan a Hesse-métrix definitségébdl kovetkeztethetiink lokalis
szélsOérték létezésére, illetve a fiiggvény konvexitdsara/konkdvitdsira. Ezek a tételek is megfelel§ médon éltaldno-
sithatok p valtozos fiiggvényekre.

A kovetkezOkben a Taylor-polinommal kapcsolatban tanultak altalanositasardl lesz szé.

2.63. Definicié (19.86). Egy f : R? — R fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy k-szor differencidlhatd az a € int D(f)
(k > 3) pontban, ha k — 1-szer differencidlhat6 az a pont egy kornyezetében, tovabba minden k — 1-edrendii parcidlis
derivaltja differencidlhaté a-ban.

2.64. Definicié (19.92). Legyen az f : R? — R fiiggvény n-szer differencidlhaté a-ban. Ekkor az f a pont kérili
n. Taylor-polinomja

p
T ale) = +ZDf —a) g O Diif(a)- (e — ai) (o, — a)

i1,ia=1
Z Diy i, f(a) - (ziy — aqy) - (24, — ai,)
Lip=1
(z € RP) legfeljebb n-edfokd polinomfiiggvény. Bevezetve a

P

(dk Z -D11 zkf le mik

’Ll, Zk 1

jelolést, a Taylor-polinom az aldbbi alakba irhaté:

T .(2) = f(a) + (d" f(a))(x —a) + %(dz’f(a))(ff —a)+-+ %(d"f(a))(ff —a).

2.65. Tétel (Taylor-fomula Lagrange-maradéktaggal, 19.95). Legyen az [ : R? — R fiiggvény n + 1-szer differen-
cidlhatd az [a,x] szakasz pontjaiban, a,x € int D(f). Ekkor van olyan ¢ € [a,x] pont, melyre

flx) =T o(x) + (A" f(e) (@ - a).

1
(n+1)!
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Ennek segitségével igazolhato az aldbbi dltaldnos tétel, mely szerint f n-dik Taylor-polinom n-edrendben kozeliti

f-et.
2.66. Tétel (19.97). Legyen az f : R? — R fiigguény n-szer differencidlhatd az a € int D(f) pontban. Ekkor

1.
li f(.’E) - Tg,a(w)
m —-—-

T—a |x — a|”

=0,

vagyis T . n-edrendben kizeliti a figguényt.

n,a

2. Ha p olyan legfeljebb n-edfoki polinomfiigguény, melyre (2.19)) teljesil, akkor p = T,{’a.
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Harmadik fejezet

Tobbvaltozos differencialszamitas 11.

3.1. f:RP — RY fiiggvények differencialhatésaga
3.1. Definicié. Legyen f:RP - RY9, i € {1,...,q}. Az f figgvény i-dik koordindtafiggvénye

fi: RP =R, fi(z) = [f(x)l;, = €D(f),
ahol [f(z)]; € R jeloli az f(z) € R? vektor i-dik koordinatajat.
3.2. Definicié (Ld. linedris algebra). Az ¢ : RP — RY linedris leképezés, ha L(x+y) = £(x)+L(y) és b(\-x) = \-€(x)
teljesiil minden z,y € RP, X € R esetén.
Ismeretes, hogy ha az RP és R? vektortereket a szokdsos bazissal latjuk el, akkor minden ¢ linedris leképezéshez
egyértelmiien hozzérendelhets egy A = (a;j)gxp ¢ X p métrix, melyre {(z) = A -z minden x € RP-re, tehat A-t
a tovdbbiakban azonosithatjuk ¢-el. Az A métrix i. sordban éppen az A; : RP — R, A;(z) = anx1 + -+ + aipxyp,
z € RP i-dik koordindtafiiggvény (egy linedris fiiggvény) egyiitthatéi dllnak. Az A métrix j-dik oszlopdban pedig
éppen az A(e;) € R?, e; = (0,...,1,0,...) € R? j-dik bézisvektor képének koordinatai &llnak.
3.3. Definicié (20.11). Legyen f : R? — R fiiggvény, a € int D(f). Azt mondjuk, hogy f differencidlhats az a

pontban, ha létezik olyan A : RP — RY linedris leképezés (azaz, ¢ X p méatrix), melyre

f(x) = f(a) — A(z — a)

lim 7 —al = Opa (3.1)
)
f(x) = fla)+ A(x — a) + &(z) - |x — al, }E)I}L e(z) = Ogre (3.2)

3.4. Tétel (20.13). Az f : RP — R? fiigguény akkor és csak akkor differencidlhaté az a € int D(f) pontban, ha f
minden f; (i € {1,...,q}) koordindtafiggvénye differencidlhaté a-ban. Ekkor a (3.1)-ben szereplé A q x p mdtrizban
a;; =D;fi(a),i=1,...,q,j=1,...,p, vagyis

Difi(a) Dafi(a) ... Dpfi(a)
Difa(a) Dafa(a) ... Dpfa(a)

A= : ; - : (3:3)
Dify(a) Dafi(a) ... Dyfyla)

Bizonyitds. Vildgos, hogy a (3.1])-ben
o @ = J@ = Aw=a) (@) = fila) = Ade =)

T—a |x — a| r—a |x — a|

=0eRVi=1,...,q.

Mivel A linearitdsa esetén A; linedris, ill. megforditva, ha A; linedris minden i-re, akkor a beldliik mint koordindta-
fliggvényekbol képezett A fliggvény is linearis, a tétel elsd részét a Definicié alapjan belattuk.

Szintén a fenti ekvivalencia alapjan kapjuk, hogy a métrix alakja sziikségképpen 7 hiszen a Tétel szerint
az egyes A; koordindtafiiggvényeket meghatdrozé egytitthaték éppen (D1 fi(a),. .., Dpfi(a)). O
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3.5. Kovetkezmény (20.14). Ha az f : R? — R fiigguény differencidlhaté az a € int D(f) pontban, akkor a (3.1))-
ben szerepld A mdtrix egyértelmd, (3.3)) alakd, és neve: f a pontbeli Jacobi-métrixa. Jelolés: A = f'(a).

3.6. Tétel (20.16).
1. Ha f differencidlhato a-ban, akkor f folytonos a-ban.

2. Ha mindeni=1,...,q, 7 =1,...,p, esetén a D;f; parcidlis derivdltfiggvények léteznek a egy kérnyezetében
és folytonosak a-ban, akkor f differencidlhato a-ban.

Bizonyitds. 1. A [3:4] Tétel szerint minden f; koordindtafiiggvény differencidlhaté a-ban, igy a [2:33] Tétel alapjan
folytonos is a-ban. Kénnyen lathatd, hogy ekkor f folytonos a-ban.

2. A Tételbd] kivetkezik, hogy minden f; koordindtafiiggvény differencidlhaté a-ban, igy a[3.4] Tétel alapjén
nyerjiik az allitast. O

3.2. Differencialasi szabalyok
A kovetkez 4llitas annak az dltaldnositasa, hogy egyvaltozos esetben a linedris (a-id) fiiggvények derivaltja konstans.

3.7. Allitas. Ha [ RP — RY egy linedris leképezés, a hozzd tartozé mdtriz A, akkor f minden x € RP pontban
differencidlhatd, és f'(x) = A, x € RP.

Bizonyitds. Egyszeriien kovetkezik abbdl, hogy

o F@) —f@) = Aw—a) _ | Aw) = Ale) = Aw—a) _

z—a |z — al z—a |z — al z—a |x — al -

Ora.

O

3.8. Tétel (20.19). Ha az f,g : RP — RY fiiggvények differencidlhatdk az a € int D(f) Nint D(g) pontban, akkor
f+g és \- f is differencidlhaté a-ban, és

(f +9)(a)=f'(a) +g'(a), (A f)(a)=A-f(a)
Bizonyitds. Kénnyen ellenérizhetd a differencidlhatésag definicigjabol. O
3.9. Tétel (Kompozicidfiiggvény differencidlhatésdga, 20.20). Legyen g : RP — R? differencidlhatd az a € int D(g)

pontban, [ : R? — R® differencidlhatd az g(a) € int D(f) pontban. Ekkor f o g differencidlhaté az a € int D(f o g)
pontban, €és

(fog)(a)= f'(g9(a))-g'(a).

A jobb oldalon egy s X q €s egy q X p mdtriz s X p szorzata dll, ami a megfeleld linedris leképezések kompozicidjdval
azonosithato.

3.10. Lemma. Minden A : RP — RY linedris leképezéshez taldlhats olyan K € RY szdm, melyre
[A(z) — A(y)| = |[A(z —y)| < K -z —yl, =zy€eR”
Bizonyitds. Pl. K = Zij a?j megfelel6 — 1d. linearis algebra ill. el6z6 félév. O

Bizonyitds. (Tételé) A bizonyitds teljesen az egyvaltozis eset analégjéra torténik. Jelolje A := ¢'(a), B := f'(g(a)).
Ekkor a differencidlhatdsag (3.2) definicidja alapjan léteznek olyan € és n fiiggvények, hogy

g(z) = g(a) + A(x — a) + () - [x — al, (3.4)
fly) = f(g(a)) + By — g(a)) +n(y) - ly — g(a)l, (3.5)
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és limg ,qe(x) = 0, limy_, 40y N(y) = n(g(a)) = 0 (n folytonossdga is feltehetd). Mivel g differencidlhaté, ezért
folytonos is a-ban, igy 1étezik olyan 6 > 0, hogy ha |z — a| < 4, akkor g(x) € D(f) (itt kihasznaltuk, hogy g(a) €
€ int D(f)), tehdt a € int D(f o g) teljesiil. Ilyen z-ekre tehdt y = g(z) helyettesithets (3.5)-be, tehat felhaszndlva
(BA)-et, kapjuk

flg(x)) = f(g(a)) + B (A(x —a) + &(z) - [z — al]) + n(g(x)) - |9(x) — g(a)|
= f(9(a)) + (BoA)(x —a) + B(e(x)) - [x —a| +n(g()) - [A(x — a) +&(z) - |z — all,

ahol kihasznaltuk a B linearitdsat. Ahhoz, hogy 3(f o g)'(a) = B o A elég beldtni, hogy
r(z) = B(e()) - [z — al + n(g(z)) - |A(x — a) + &(z) - |z — a
jeloléssel létezik olyan 6 fiiggvény, melyre
[r(z)] < 6(x) - |z —al és il_r}r}l O(x) =0.
A Lemma alapjan 1étezik olyan K > 0, melyre |A(z —a)| < K - |z — al, {gy

r(@)] < (IBe(@)] + [n(g(2))] - (K + [e(@)]) - |z — af := 0() - [z — al.

Ha z — a, akkor e(x) — 0, és mivel B linedris, igy folytonos is, ezért B(e(z)) — B(0) = 0. Felhasznilva g
folytonossagat a-ban és a lim,_, ) (y) = n(g(a)) = 0-t kapjuk, hogy lim, . n(g(x)) = 0. Ebbél lim, ., 6(x) = 0
kovetkezik, és ezt akartuk belatni. O

3.11. Ko6vetkezmény (20.23). Legyen g : R? — R? differencidlhaté az a € int D(g) pontban, f : R — R (s =
=1 eset) differencidlhaté a g(a) € int D(f) pontban. Ekkor F = fog (ahol F(z) = f(g1(x),...,g94(x)), x € D(fog))
differencidlhato a-ban, és minden j = 1,...,p esetén

q

D;F(a) =Y (Dif)(g(a)) - Djgi(a).

i=1
Ez a képlet konnyebben megjegyezhetd, ha f vdltozoit yi, . .., yq-val jeloljik, és g1, ..., gq helyett is y1, ..., yq-t trunk.
Ezzel a jeliléssel a fenti képlet :

OF  Of Oy . Of Oy of 9y,

Ox; Oy Ow;  Oyp Ox; | Dy, O
szokds lancszabalynak is nevezni.

3.12. Kovetkezmény (20.25). Ha f,g: RP — R (¢ = 1) fiiggvények differencidlhatdk az a € int D(f) Nint D(g)
pontban, akkor f - g és g(a) # 0 esetén 5 is differencidlhato a-ban.

Bizonyitds. Jelolje T : R? — R% T(x) := (f(z),g(x)), valamint legyen ¢ : R? — R, ¢(z,y) := x - y. Vildgos,
hogy f-g = ¢oT. Mivel T koordinatafiiggvényei f és g differencidlhatok a-ban, igy a[3.4} Tétel szerint T is az. ¢
differencidlhatéséga kovetkezik abbdl, hogy polinom. Ezért a [3.9] Tétel alapjan f - g is differencidlhato.

Az L esetén o(z,y) = %—t kell vélasztani, amely raciondlis tortfiiggvény 1évén az y # 0 halmazon differencidlhaté.
Az allitds az elébbihez hasonléan adédik. O

A kovetkezd tétel annak az egyvaltozés differencidlszamitdsbol ismert allitdsnak az altalanositdsa, hogy ha egy
invertalhatd, folytonos f fiiggvény esetén 3f’(a) # 0, akkor I(f~1)(f(a)) = 1/f'(a).

3.13. Tétel (Inverzfiiggvény differencidlhatésdga, 20.26). Legyen f : RP — RP differencidlhaté az a € int D(f)
pontban, és legyen az f'(a) (p x p) mdtriz invertdlhatd. Tegyiik fel, hogy létezik olyan g : RP — RP folytonos
fiigguény, mely f(a) egy kornyezetében van értelmezve, és ott f(g(x)) = z, g(f(a)) = a. Ekkor g differencidlhatd
f(a)-ban, és
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Bizonyitds. A bizonyitds sordn tegyiik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy a = f(a) = 0 (a tovdbbiakban az egysze-
rliség kedvéért Ogr helyett 0-t frunk). Ugyanis, ha ez nem igy volna, akkor f helyett a f(z) := f(z 4+ a) — f(a)
fliggvényt tekintve, a bizonyitds f-re érvényes, és ebbdl egyszeriien meggondolhatd f-re is.

Ezutan két 1épésben jarunk el.

I. Tegyiik fel, hogy f/(0) = I az RP identitds-leképezése. Azt kell beldtnunk, hogy ha a 0 egy koérnyezetében
flg(x)) =z, g folytonos, akkor J¢’(0) = I. Az f 0 pontbeli differencidlhatésdga és f(0) = 0 alapjén

i SO = FO 1@ =0) _ | f@)

x—0 ‘;L‘ — 0| x—0 |1‘|

=0.

Mivel lim,_0g(xz) = g(0) = 0 és g # 0 a 0 egy kipontozott kérnyezetében (f(g(x)) = x miatt), ezért a fenti
hatdrértékben a kompoziciéfiiggvény hatdrértékérdl szolé tétel szerint frhatunk x helyett g(z)-et, vagyis

=0 g()] a0 [g(z)]
Ahhoz, hogy a 3¢'(0) = T 4llitast beldssuk, az kell, hogy
i 92) = 9(0) = I —-0) _ . g(z)—z _, (37)
z—0 |£E — 0| x—0 ‘(E|

Egyszert atalakitassal kapjuk, hogy a 0 egy kipontozott kdrnyezetében

glx) —z _g(x) -z |g(z)|
] lg(@)| =

lg(=)]

korlatos.
]

Felhasznalva a Gi hatarértéket, elég belatni, hogy a 0 egy elég kicsi kipontozott kornyezetében
A (3.6) hatarérték alapjan, e = 1/2-hez létezik olyan § > 0, hogy 0 < |z| < § esetén

— 1
ga) ~a| 1
l9(2)] 2
amibol
1 lg(@)] _ 1lg(z)]
< - = = = 1
9(e)] < lo(a) ol + o] < 3la(e)] + Jaf = HEH < R4,

igy 0 < |z| < J esetén 8@l 9. Ezzel a kivént (3.7) hatarértéket belattuk, igy J¢’(0) = I.

|z]

II. Ha f'(0) = A egy tetszbleges invertalhaté matrix, akkor definidlja f := A=1o f. A Tétel és a Allités
alapjan

FO)= (A7) (F0)-f0)=A""A=1
Ezért f—ra alkalmazhaté az I. rész bizonyitdsa a g := g o A fiiggvénnyel, hiszen

f(g(x)) = AN (f(g(A))) = A7} (Az) = =
fgy kapjuk, szintén a Tétel és a Allftés alapjén,

I=3'(0)=(g0A)(0) = g'(A(0)) - A'(0) = ¢'(0) - A.

Ebbél ¢'(0) = A~ kivetkezik. O

Térjiink most vissza egy tétel erejéig a tobbvéltozds integralszamitashoz! A Jacobi-métrix segitségével altaldnosit-
hatjuk az egyvaltozds helyettesitéses integralasrol tanultakat.

3.14. Definicié (20.31). Az f : RP — R? fiiggvénye folytonosan differencidlhaté az a € int D(f) pontban, ha f
differencialhat6 az a pont egy kornyezetében, és koordindtafiiggvényeinek parcidlis derivaltjai folytonosak a-ban.
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3.15. Tétel (Integréltranszformécié, 22.23). Legyen H C RP mérhetd halmaz, g : H — RP folytonosan differenci-
dlhatd és injektiv int H-ban. Ekkor g(H) is mérhetd, és ha f : g(H) — R korldtos, akkor

/g(H)f/H(fog%detg/

(az egyik oldal pontosan akkor létezik, ha a mdsik, és ekkor egyenldk).
Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. O
3.16. Példa. Legyen g(r, ) := (rcosp,rsing), (r,¢) € H az tn. poldrtranszformdcid. Ekkor
( cosp —rsing )‘
sing rcosep

=rcos’p+4rsin®p=r.

det g’ =
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Negyedik fejezet

Implicit és inverz fiiggvények

4.1. Egyvaltozés implicitfiiggvény-tétel, Lagrange-multiplikatorok
Probléma. Az f(x,y) = 0 alaki dsszefiiggésbol kifejezhets-e az y az x segitségével 7 Vagyis: van-e olyan ¢ fiiggvény,
hogy f(x,¢(x)) = 0 Ve € D(p)?

4.1. Példa.
filz,y) =a? +9* 22 -4y +5=0

Vilagos, hogy csak © =1 és y = 2 esetén teljesiil.
fal@,y) :==a® + 4> =20 —dy +4 =0

Konnyen lathato, hogy a

$1: [0a2] — [2,3], §01 m+ 2
020 0,21 = [1,2], @a(x) = =22 — 22 +2

fiiggvényre is igaz, hogy fa(x,1(x)) = 0Vz € D(p1) és fg(.’E, wa2(x)) = 0Vx € D(p2).

4.2. Tétel (Egyvaltozds implicitfiiggvény-tétel, 20.28). Legyen f : R? — R, és tegyiik fel, hogy f(a,b) =0, (a,b) €
€ D(f). Tegyiik fel, hogy f folytonos az (a,b) pont egqy kirnyezetében és 3Dof # 0 ebben a kirnyezetben. Ekkor
létezik a-nak ill. b-nek olyan K(a) C R ill. K(b) C R kdrnyezete, hogy

és

1. Minden x € K(a) esetén I ¢(x) € K(b), melyre
fz,o(x)) = 0.
2. Ap:K(a) = K(b) figguény folytonos K(a)-n, p(a) = b.
3. Ha f folytonosan differencidlhatd (a,b)-ben, akkor ¢ differencidlhatd is az a pontban, és

le(av b)

Sol(a‘) = _DQf(Cl,b).

Megjegyezziik, hogy a tétel csak a ¢ implicit fiiggvény létezésérdl szol, altalaban nem tudjuk ezt a fiiggvényt
eléallitani. Ennek ellenére a ¢ derivéltjat ki tudjuk szdmitani az a pontban. .. !

Bizonyitds. A tételnek az 1. részét bizonyitjuk abban az esetben, mikor f folytonosan differencidlhaté (a,b)-ben.
Ekkor a Do f parcidlis derivaltfiiggvény is folytonos (a,b)-ben, és Dsf(a,b) # 0. Legyen példdul Dy f(a,b) > 0 (a
D5 f(a,b) < 0 eset hasonléan meggondolhatd). Ekkor Dy f folytonossidga miatt létezik az (a,b) € D(f) pontnak
olyan r > 0 sugari K, (a,b) C D(f) kornyezete, hogy

V(z,y) € K;(a,b) esetén Dy f(x,y) > 0. (4.1)
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4.1. dbra. Implicitfiiggvény-tétel

Tekintsiik az
fa Y = f(aa y)

fiiggvényt! Mivel
fa(b) = f(a,b) =0, és (fa)'(b) = D2f(a,b) >0,
ezért f, lokalisan nové b-ben, igy 1éteznek olyan b; < b < by szdmok, hogy
fla,b1) = fa(b1) <0< fa(b2) = f(a,b2),
és feltehetd, hogy (a, b1), (a,b2) € K,(a,b). Az f fiiggvény folytonossidga miatt van olyan p > 0 és ¢ > 0, hogy
V(z',y') € Ky(a,by) ésV(2",y") € Kq(a,bs) esetén f(z',y") <0< f(2",y"). (4.2)
A p és q elegendGen Kkicsire valasztasaval feltehetd, hogy

Kp(aabl) C Kr(avb)a Kq(aabQ) C Kr(aa b)

Legyen
w:=min{p,q}, és K(a):= (a — pu,a+ p),
vagyis K (a) tartalmazza K, és K, koziil a kisebb sugaru (az abran K,) vetiiletét az z-tengelyen. Legyen
p:=max{b— (by —p),bs +q—b}, és K(b) :=(b—p,b+p),
vagyis K (b) tartalmazza K, és K, koziil a nagyobb sugari (az dbran K) vetiiletét az y-tengelyen.

Rogzitsiink most egy tetszbleges © € K (a) pontot, definidlni fogjuk hozzd a megfeleld ¢(x) € K (b) értéket. Jelslje

fac5y'_)f($ay)a

mely f folytonossaga kovetkeztében egy valds valtozés folytonos fiiggvény.

A (4.2) alapjan

f(x,01) = fo(b1) <0 < fu(b2) = f(x,b2),

mivel z € K(a) miatt (z,b1) € K,(a,b1) és (x,b2) € Kq(a,bs). Alkalmazva f,-re a Bolzano-tételt [b1, bo]-n, 1étezik
olyan y € (b1,bs), amelyre
fa(y) = f(z,y) = 0.

Csak egyetlen ilyen y 1étezik, ugyanis, ha y* # y is olyan lenne, hogy
fo(y™) = flz,y") =0,
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akkor f,-re alkalmazva a Rolle-tételt [y, y*]-on (vagy [y*,y]-on), létezne olyan c az y és y* kozott, hogy
(f2)'(c) = Daf(z,c) =0
lenne. Ez pedig lehetetlen, hiszen (x,¢) € K;(a,b), és (4.1)) miatt Dy f(z,c) > 0 kellene legyen.

Tehét barmely « € K(a) szdmhoz egyértelmiien rendelhetd olyan y € K(b) szdm, hogy f(z,y) = 0, azaz 1étezik
olyan

p: K(a) = K(b), o(z) =y
fliggvény, hogy

fz,o(x)) =0 Vo € K(a).

Az egyértelmiiség miatt p(a) = b is teljesiil.

4.3. Példa. A fenti tétel feltételeinek sziikségessége konnyen lathaté az aldbbi egyszerti példan. Legyen

flay) =2 +y* - 1.

Vildgos, hogy az f(x,y) = 0 egyenletet kielégité pontok az (origd kézéppontil) egységkorvonal pontjai. Vegyiink egy
(a,b) (egységkorvonalon 1év8) pontot, melyre f(a,b) = 0! Ha a € (—1,1), b > 0 (vagyis (a,b) a felsd félsikban fekvo
koériven van), akkor D f(a,b) = 2b > 0, és az implicitfiiggvény-tétel alapjan egyértelmiien 1étezd ¢ : K(a) — K(b)

fliggvényre
olx) =V1-—2a2

Ha a € (—1,1), b < 0 (vagyis (a,b) a als6 félsikban fekv§ koriven van), akkor Dsf(a,b) = 2b < 0, és az
implicitfiiggvény-tétel alapjan egyértelmiien 1étezd ¢ : K(a) — K (b) fiiggvényre

plr) =—V1— 22

Mi a helyzet, ha a = £1 és b = 07 Vildgos, hogy nem tudunk olyan K(a) és K (b) kornyezeteket megadni, melyekre
x € K(a) és y € K(b) esetén az f(x,y) = 0 egyenletet kielégité pontok egy fiiggvény grafikonjat alkotndk. Tehdt
nem létezik a kivdnt ¢ fiiggvény. Egy ilyen pontban Dsf(a,b) = 2b = 0, tehat az implicitfiiggvény-tétel feltétele
nem teljestil.

A kovetkezOkben tn. feltételi halmazokon keresiink szélsGértéket.
4.4. Definicié. Legyenek g1, g2, ..., gq : R? = R (¢ < p) fliggvények, tovabba
H:={zeRP|gi(z)=0,...,94(x) =0}.

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek a g1 = 0, ..., g, = 0 feltétel mellett feltételes szélséértéke van az a € H
pontban, ha az a pontban az f|,, fiiggvénynek lokélis szélséértéke van.

4.5. Tétel (Lagrange-féle multiplikdtor médszer, 20.43). Legyenek f,g1,62, ..., g4 : R? — R folytonosan differen-
cidlhatd fiiggvények, q < p. Tegyiik fel, hogy az f figgvénynek a g1 =0, g2 = 0,..., g4 = 0 feltétel mellett feltételes
szélséértéke van az a € D(f) pontban. Tegyiik fel tovdbbd, hogy

Digi(a) Dzgi(a) ... Dpgi(a)
rang : =q.
Digq(a) Dagg(a) ... Dpgg(a)
Ekkor léteznek olyan Ay, A2, ..., Ay € R szdmok, hogy az
F::f—|—/\191+/\2g2+...—|—/\ngZRP%R
fiiggvényre F'(a) = Or» — vagyis, az f'(a),g1(a), ..., g,(a) vektorok linedrisan dsszefiiggdk. Tehdt
le(a) + /\1Dlgl(a) + e + )\qDlgq(a) = 0
Dy f(a) + MDagi(a) + - + AgDagq(a) =0

D, f(a) + \1Dpg1(a) + -+ - + AgDpgq(a) = 0.
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Bizonyitds. A bizonyitdst p = 2, ¢ = 1 és feltételes minimum esetén végezziik el (a feltételes maximum esete
hasonléan gondolhaté meg), az a helyett pedig (a, b)-t {runk.
A feltételek alapjan a g := g; : R? — R fiiggvény folytonosan differencidlhaté, és az (a,b) pontban g(a,b) = 0.
Ebben a pontban a rangfeltétel

rang ( Dig(a,b), Dag(a,b) ) =1

azt jelenti, hogy példdul Dyg(a,b) # 0. Ekkor a Egyvéltozés implicitfiiggvény-tétel szerint létezik a-nak K(a)
és b-nek K (b) kornyezete, és létezik olyan ¢ : K(a) — K (b) differencidlhaté fiiggvény, amelyre

Va € K(a) esetén g(x, o(x)) =0,

és p(a) = b. Ez azt jelenti, hogy a

H={(z,y) €R* | g(a,y) = 0} D {(,¢(z)) €R?* | v € K(a)} = H". (4.3)
Tovabba . Diglab)
2 (a) - 7Dgg(a, b)a

Dlg(a7 b) + @’(a)D2g(a, b) =0. (44)

Mivel az f|,, fiiggvénynek lokdlis minimuma van az (a,b) € H pontban, ezért 1étezik r > 0, hogy az (a,b) pont
K, (a,b) kérnyezetében

Y(z,y) € K,(a,b) N H esetén f(x,y) > f(a,b). (4.5)
A (4.3) alapjan « € K (a) esetén (z, p(x)) € H* C H. Felhaszndlva, hogy ¢ folytonos K (a)-n, meggondolhaté, hogy
létezik olyan K*(a) C K (a) kdrnyezet, hogy

Vo € K*(a) esetén (z,p(z)) € K,(a,b) N H.

Igy —b61
Vz € K*(a) esetén f(z,0(x)) 2 f(a, o(a)) = f(a,b).
Ez azt jelenti, hogy a
h:K*(a) = R, h(z) := f(z,p(r))

valds fiiggvénynek lokélis minimuma van az a pontban. A h fiiggvény differencidlhaté (differencidlhaté fiiggvények
kompozicidja), ezért h'(a) = 0. A kompozicidfiiggvény derivaldsi szabdlya alapjin

W) = [f(z,0()- (@ ¢ )

(( Dif(z o(x)), D2f(z,0(x) ), (1, ¢'(z)))
D1 f(z,o(x)) + ¢ (2) D2 f (z, o(x))-

Ezért
h'(a) = D; f(a,b) + ¢'(a)D2f(a,b) = 0. (4.6)

Legyen A € R egyelére tetszoleges szam, és szorozzuk meg A-val az (4.4]) egyenléséget, majd adjuk ssze a (4.6
egyenlGséggel. Ekkor

D1 f(a,b) + AD1g(a,b) + ¢'(a)[D2f(a,b) + AD2g(a,b)] = 0. (4.7)
A X\ megvalaszthaté gy, hogy
D5 f(a,b) + A*Dag(a,b) =0 (4.8)
(1athatd, hogy a A* := — gzggg’gg megfeleld.) Ha a \* esetén —ben a szogletes zardjelben 1évé tényez6 0, akkor
D f(a,b) + A*D1g(a,b) =0 (4.9)
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is teljesiil. Osszesitve az eredményeket, azt kaptuk, hogy ha az f fiiggvénynek feltételes minimuma van a g = 0
feltétel mellett az a = (a,b) pontban, akkor az F' := f + A\*g fiiggvénynek az els6 valtozd szerinti parcidlis derivaltja
0 (ezt mutatja (£.9)), és a masodik véltozo szerinti parcidlis derivéltja is 0 (ezt mutatja (4.8)).
Tehat

F'(a) = F'(a,b) = ( D1F(a,b), DyF(a,b) ) = Oge.

4.2. Implicit- és inverzfiiggvény-tételek

4.6. Tétel (Folytonos lokalis inverz létezése). Legyen g : R — R differencidlhaté a b pont egy kornyezetében, itt
9'(y) # 0. Ekkor g-nek létezik a g(b) = a egy Ks(a) kirnyezetében értelmezett folytonos (jobb)inverze, o, melyre
g(p(x)) = x minden x € Ks(a).

Bizonyitds. Definidlja az f : R? — R fiiggvényt f(z,y) := x — g(y). A feltételek alapjan f-re teljesiilnek a Egy-
valtozos implicitfiiggvény-tétel feltételei az (a,b) pontban, igy 1étezik olyan folytonos ¢ : K(a) — K(b) fiiggvény,
melyre

[z, p(x)) =0=g(p(z)) =2z, v € K(a).

O

Az alédbbi tétel annak az egyvdltozés differencidlszémitdsbdl ismert allitdsnak a megfeleldje, hogy ha f’(a) # 0,
akkor f-nek a-ban nem lehet lokalis széls6értéke.

4.7. Tétel (Lokalis injektivitds, 20.32). Legyen f : RP — R? (p < q) folytonosan differencidlhatd az a € int D(f)
pontban, és tegyiik fel, hogy az f'(a) : RP — RY linedris leképezés injektiv (vagyis, az f'(a) q X p mdtriz rangja p).
Ekkor f is injektiv az a pont eqy kornyezetében.

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. O

4.8. Tétel (Lokélis sziirjektivitds, 20.35). Legyen f : RP — R? (p > q) folytonosan differencidlhatd az a € int D(f)
pontban, és tegyiik fel, hogy az f'(a) : R? — R? linedris leképezés sziirjektiv (vagyis, az f'(a) q X p mdtriz rangja q).
Ekkor az R(f) értékkészlet tartalmazza az f(a) pont egy kornyezetét.

Bizonyitds. A bizonyitdsnak csak egy alapttletét ismertetjiik. Legyen b ,elég kizel” f(a)-hoz, és definidlja h(z) :=
= b — f(z) + x. Beldthatd, hogy h kontrakeié a B(a,d) zrt gémbon (megfeleld d-ra). A Banach-féle fixponttétel
alapjan igy h-nak létezik egyetlen 2* € B(a,0) fixpontja, melyre

h(z*) =b— f(z¥) + 2" = a™,
amib6l f(z*) = b, tehdat b € R(f). O

4.9. Kévetkezmény (Nyilt leképezés tétele, 20.37). Legyen f : RP — RY (p > q) folytonosan differencidlhatd a
H C D(f) nyilt halmazon, és tegyiik fel, hogy minden x € H esetén az f'(x) : RP — RY linedris leképezés sziirjektiv
(vagyis, az f'(x) q X p mdtriz rangja q). Ekkor az f(H) :={f(h) : h € H} képhalmaz nyilt halmaz.

4.10. Tétel (Inverzfiiggvény-tétel, 20.38). Legyen f : R? — RP folytonosan differencidlhatd az a € int D(f) pontban,
és tegyiik fel, hogy az f'(a) : RP — RP linedris leképezés injektiv (vagyis, det f'(a) # 0). Ekkor létezik olyan § > 0
és n >0, hogy

1. ¥V z € B(f(a),d) esetén 3! p(z) € Bla,n) : flp(z)) =2x;
2. ap:B(f(a),0) = Bla,n) figgvény differencidlhaté B(f(a),d)-n;
3. f'(z) injektiv (vagyis, det f'(x) # 0) minden x € B(a,n) esetén és
¢ (F@) =[f'@)]", «eBlan).

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. A tétel 3. pontjaban szereplé képlet a [3.13] Tételben szerepld képlettel azonos. O
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4.11. Tétel (Tobbvaltozés implicitfiiggvény-tétel, 20.40). Legyen f : RPTY — RY folytonosan differencidlhaté a
¢ = (a,b) € int D(f) pont egy kornyezetében, ahol a € RP, b € RY, és f(c) = f(a,b) = Ora. Tegyiik fel, hogy az
fo 1 RT = R, fo(y) = fla,y) figgvényre (fo)'(b) injektiv (vagyis, det f.(b) # 0.) Ekkor létezik olyan 6 > 0 és
n >0, hogy

1. Y z € B(a,0) esetén 3! p(z) € B(b,n) : f(z,p(x)) = Ore;
2. a ¢ : Bl(a,d) — B(b,n) fiiggvény folytonosan differencidlhaté B(a,d)-n;
3. az f*:RP = RY, fo(x) = f(x,b) jeloléssel

¢ () = —[fo@)] " (Y (plx), « e Bla,d).

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. O
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Ot5dik fejezet
fvhossz, vonalintegral, primitiv fliggvény

Ebben a fejezetben ismét integralszamitasrdl lesz sz6, mégpedig a fizikiban gyakran haszndlatos tn. vektormezdk
gdrbe menti integraljardl. Ez a fogalom fizikailag tigy interpretalhaté mint az a munkavégzés, mely egy pont eréhatés
altal val6 mozgatéasa soran torténik.

5.1. Gorbe

5.1. Definicié. Egy g : [a,b] — RP leképezést girbének neveziink. p = 2 esetben sikgdrbérdl, d = 3 esetben
térgorbérol beszéliink.
Specialis stkgorbe: g : [a,b] — R2, g(t) = (¢, f(t)), ahol f : [a,b] — R fiiggvény. Ekkor R(g) = graph (f).

Nagyon fontos, hogy a gorbét, melyet leképezésként definidltunk, ne keverjiik dssze az értékkészlethalmazdaval — bar
inkabb ez utobbi felelne meg a mindennapos széhasznélat ,, gérbe” elnevezésének.

>

(cost,sint)

Y

5.1. dbra. A g :[0,27] — R?, g(t) = (cost,sint) stkgérbe értékkészlete

Vildgos, hogy ha az abrén a g leképezést [0,47]-n - vagy akéar [0,37]-n - definidljuk, akkor is ugyanehhez az
értékkészlethalmazhoz jutunk.

5.2. Definicié. Egy [z,y] C R? halmazt RP-beli szakasznak hivunk, ha
[,y ={t- 2+ (1—-1t)-y:t€[0,1]}.
Egy RP-beli poligon (vagy térdttvonal) egyméshoz csatlakoz6 szakaszok unidja.

A gorbe ivhosszat gy fogjuk definidlni mint (az értékkészlethalmazanak) ,beirt” poligonjai hosszainak szupremu-
mat.
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Su

a Tl

5.2. dbra. Gorbe ivhosszanak kozelitése poligonnal

5.3. Definicié (14.15). Egy g : [a,b] — R? gorbe whossza az

s(g) := sup {Z lg(t:) —gtic1)| ra=to <ty < -+ <ty = b} eR. (5.1)
i=1

Itt |g(t;) — g(ti—1)| = |[g(ti=1), g(t:)]| szakasz hossza.
A g: [a,b] = RP? gorbe rektifikdlhatd, ha s(g) < oo.

5.4. Definicié. A g gorbe egyszertd v, ha R(g)-nek létezik bijektiv folytonos paraméterezése.

x=a(f-smd)
y=a(l-cos@)

x al 2Wa

5.3. dbra. Cikloisgorbe értékkészlete

5.5. Allitas (14.19). Ha g1 és go ugyanannak az egyszert fvnek a bijektiv folytonos paraméterezései, akkor s(g1) =
= 5(g2).

Bizonyitds. Vildgos, hogy ha a gorbék gy : [a,b] — RP és go : [c,d] — RP, akkor h = g5 ' 0 g1 : [a,b] — [c, d] bijektiv,
folytonos, tehat szigorian monoton. Ebbol egyszeriien meggondolhatd, hogy a g1 és go gérbéknek ugyanazok a beirt
poligonjai, igy s(g1) = s(g2)- O
5.6. Definici6é (14.16). A g : [a,b] — RP gorbe folytonos/(folytonosan) differencidlhatd/Lipschitz-tulajdonsdgi,
ha minden j = 1,...,p esetén a g; : [a,b] — R koordinatafiiggvény folytonos/(folytonosan) differencidlhaté ill.
Lipschitz-tulajdonsag.

Megjegyezziik, hogy ha egy f : [a,b] — R fiiggvény folytonosan differencidlhaté, akkor a minden z,y € [a,b], x <y
esetén a Lagrange-kozépértéktétel alapjin létezik olyan ¢ = ¢(z,y) € [z, y|, melyre

fly) = f@)=f'(e)-(y - x).
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Ebb6l kapjuk, hogy
1f(y) = f(@)] < ?uglf’l ly—z|, 2,y€[ab],

vagyis f Lipschitz-tulajdonsdgt L := supy, ;) |f’| € R konstanssal. Ebbdl kévetkezik, hogy ha egy ¢ : [a,b] — R?
gbrbe folytonosan differencialhatd, akkor Lipschitz-tulajdonsagu is.

5.7. Tétel (14.20). Ha a g : [a,b] — RP gérbe Lipschitz-tulajdonsdgi (pl. folytonosan differencidlhatd), akkor g
rektifikalhato.

Bizonyitds. A Lipschitz-tulajdonsag miatt léteznek olyan K; > 0, j =1, ..., p konstansok, hogy

l9;(y) —g;(x)| < Kj - |y —=|, =,y¢€]a,b]

Legyen K := max;<;<p K;. Ekkor az (5.1))-ben szerepld tetszbleges to =a < t; < -+ <tp_1 <t, = b felosztasra

Z lg(ti) —g(tic1)| = Z \/(gl(ti) —g1(tic1))? + -+ (gp(ti) — gp(ti1)?

<Z\/K2 (i —tic1)2=K-\/p- Zt_tz 1)=K-p-(b—a), z,y¢€[a,bl.

Ebbél kévetkezik, hogy s(g) < K - \/p- (b — a), igy g rektifikalhato. 0

5.8. Tétel (14.21). Ha a g: [a,b] — RP gorbe differencidlhato és minden j =1,...,p esetén g; € Ra,b] (pl., ha g
folytonosan differencidlhatd), akkor

b b
= [lg@la= [ \Jarr T o2 (52)

Bizonyitds. A tételt csak ,kozelitbleg” bizonyitjuk, mégpedig tigy, hogy az s(g) szdmot az (5.1)-ben szerepld, va-
lamely tg = a < t; < +++ < t—1 < t, = b felosztdshoz tartozé > ., |g(t;) — g(t;—1)| alaku Osszeggel kozelitjiik.

Hasznaljuk fel, hogy minden j = 1,...,p esetén g; differencidlhaté. Igy az adott felosztds [t;—1,¢;] részintervallu-
main alkalmazva a(z egyvaltozds) Lagrange-kozépértéktételt kapjuk, hogy 1éteznek c1 ;,. .., cps € [ti—1, ;] szdmok,
melyekre

g1(ti) = g1(tic1) = gi(cr) - (G —tica), - gp(ts) — gp(tio1) = gy (cpi) - (ti — tic1).
Ekkor

Z lg(ti) —g(ti—1)| = Z \/(gl(ti) —g1(tiz1))* + -+ (gp(ti) — gp(ti—1)?

—Z\/gl c1)? - (ti —tim1)? 4+ gplepa)® - (8 — tio1)?

—Z\/sh CLif 4+ gh(epa) - (b — ti1),

ami éppen a f: lg'(t)| egy integrél-kozelitéosszege. O

5.9. Megjegyzés (14.13). A fenti tétel specialis esete, ha f : [a,b] — R folytonosan differencialhaté, g : [a,b] — R2,
g(t) = (t, f(t)), és igy f grafikonjdnak ivhossza

b
9) = / VI (FOR dr.

5.10. Példa. A g:[0,27] — R?, g(t) = (a(t —sint),a(1 — cost)) cikloisgdrbe fvhossza:

2m

2 2m 2m
t t
:/ \/&2(17c0st)2+a281n2tdt:\@a \/lfcostdt:Z(z/ sin2dt4a{cosz} =8a
0 0

0 0

37
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5.2. Vonalintegral

Most ratériink a vektormezd gérbe menti integraljara. Az integral definiciéjat a Riemann-6sszeghez hasonld kozelités
segitségével mondjuk ki.

5.11. Definicié (22.28). Legyen ¢ : [a,b] — RP gorbe, f : R(g) — RP. Azt mondjuk, hogy az f vonalintegrdlja a g
gorbe mentén [ f € R, ha minden £ > 0 szdmhoz 1étezik az [a, b] intervallumnak olyan a = tg < t1 < -+- < t, =b

felosztasa és ehﬁez tii1 <c <t;,i=1,...,n szdmok, melyekre
1= Sttt ate) — glti)| < = 53)
9 i=1
i ,

..............

5.4. dbra. Gorbe menti vektormezo

5.12. Tétel (22.35). Legyen g : [a,b] — RP gérbe differencidlhaté és minden j =1,...,p esetén g} € Rla,b] (pl., g
folytonosan differencidlhatd), tovabbd f : R(g) — RP folytonos. Ekkor

b b [ P
[ 1= [ waorg@a= [ (Y5660 | (54)
g a a \j=1

Bizonyitds. Ezt a tétel ismét csak ,kozelitéleg” bizonyitjuk ugy, hogy az fg f szamot az —ban szerepld, va-
lamely tg = a < t1 < -+ < th—1 < t, = b felosztashoz és t,_1 < ¢; < t;, i = 1,...,n szamokhoz tartozd
S (flg(e)), g(ti) — g(ti—1)) Osszeggel kozelitjiik . Hasznéljuk fel, hogy minden j = 1,...,p esetén g; differen-
cidlhaté. Igy az adott felosztés [t;_1,t;] részintervallumain alkalmazva a(z egyvéltozés) Lagrange-kozépértéktételt
kapjuk, hogy 1éteznek dy ;,...,dp; € [ti—1,t;] szdmok, melyekre

(1) — (1) = Ghdo) - (ts— tan), - 00 (82) — gt = g (pa) - (i — ti).
Ekkor
-z?f e ottt = Z [Falge) - (916 = g1 (tim) + -+ + Fyla(ed)) - (90(t) = (b))
- zn; [f1(g(c)) - gh(dis) - (i —tin) + -+ + Folglci)) - ghldps) - (ti — ti1)]
_ 2_; 1 (9(e0)) - 6hdi) + -+ Fylg(e) - g (dpa)] - (s — i),
ami éppen az [/ (f(g(6)),9' () dt = [} (51 i(9(t)) - gj(0)) dt egy integral-kizelitGisszege. 0
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5.3. Primitiv fiiggvény

Ebben az alfejezetben a tobbvaltozdés primitiv fliggvény fogalmardl lesz szd, valamint arrdl, hogy a Riemann-
integralnal megismert Newton-Leibniz-formuldt hogyan altaldnosithatjuk vonalintegralra.

5.13. Definicié (22.36). Legyen f : RP — RP, Q C D(f) nyilt. Azt mondjuk, hogy a F : Q — R primitiv figguénye
f-nek Q-n, ha F differencidlhaté Q-n és minden x € Q) esetén

F/(2) = f(x) <= D;F(z) = f;(), j = 1,...,p.

5.14. Tétel (Newton-Leibniz formula vonalintegralra, 22.38). Tegyiik fel, hogy az f : RP — RP folytonos fiigg-
vénynek van F : Q — R primitiv figgvénye Q-n. Ekkor tetszéleges g : [a,b] — Q C RP folytonos és rektifikalhato
gorbére

/fszw»wam»

Bizonyitds. A tételt csak ,kozelitéleg” bizonyitjuk dgy, hogy az fq f szémot megint az —ban szerepld, vala-
mely tg = a < t; < -+ < tp,_1 < t, = b felosztashoz és t;_1 < ¢; < t;, © = 1,...,n szdmokhoz tartozé
Yo (f(g(e)), g(t:) — g(ti—1)) Osszeggel kozelitjiik. Mivel F differencidlhaté Q-n és g : [a,b] — Q, ezért az adott
felosztéshoz tartozd [g(ti—1), g(t;)] szakaszokon alkalmazva a Tobbvaltozés Lagrange-kozépértéktételt F-re
kapjuk, hogy léteznek d; € [g(ti—1), g(t;)] pontok, melyekre

F(g(t;)) = F(g(ti—1)) = (F'(di), 9(t:) — g(ti=1)), i=1,...,n.
Ebbél .
F(g(b)) = F(g(a)) =Y [F(g(t:)) = Flg(tiz1))] = Y _(F'(di), g(t:) — g(ti—1))-
i=1 =1
A primitiv fiiggvény definiciéja alapjan

n

Z<f(g(ci))>g(ti) —g(ti-1)) = Z<F1(9(Ci))’g(ti) —g(ti-1))

i=1 i=1

=1
A = kozelito egyenlség igaz, ha a tg = a < t; < -+ < t,—1 < t, = b felosztas elég siirii. Ugyanis ekkor mivel
g rektifikdlhaté és folytonos, g(c;), ti—1 < ¢; < t; ,elég kozel van” a d; € [g(t;—1), g(t;)] ponthoz. Mésrészt, mivel
F’ = f folytonos, ezért F’(g(c;)) is ,elég kozel van” F'(d;)-hez. O

5.15. Megjegyzés (22.39). Ha a g : [a,b] — RP gorbe differencialhaté és minden j = 1,...,p esetén g} € R[a,b] (pl.,
g folytonosan differencidlhaté), tovabba f : R(g) — RP pedig folytonos, és primitiv fiiggvénye F', akkor az és
a[3.9] Tételek alapjin

b b
/f=/ <f(g(t)),g’(t)>dt=/ (Fog)(t)dt =F(g(b)) — Fg(a))

az egyvaltozos Newton-Leibniz-tételbdl adédik.
5.16. Definicié. A g: [a,b] — RP gérbe zdrt gorbe, ha g(a) = g(b).

5.17. Kovetkezmény. Ha az f : Q@ — RP () C RP) folytonos fiigguvénynek van primitiv figgvénye, akkor tetszdleges
g : [a,b] = Q folytonos és rektifikdlhatd zért gorbe mentén vett vonalintegrdlja 0. Tovdbbd, tetszdleges folytonos és
rektifikalhato gorbe mentén vett vonalintegrdlja fiiggetlen az ,uttol”.

5.18. Tétel (22.44). Legyen f : Q@ — RP (@ C RP) differencidlhaté Q-n. Ha f-nek van primitiv figgvénye Q-n,
akkor minden x € Q) esetén
le](x) ZDjfi(CL'), i,j: 1,...,p.
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Bizonyitds. Mivel f differencidlhaté, ezért tetszéleges F' primitiv fiiggvénye kétszer differencialhaté, tehat alkal-
mazhato réd a Young-tétel (illetve, ennek egy megfelelden dltaldnositott valtozata RP-re). Ebbél minden x € Q2
esetén

O

5.4. Folytonos fiiggvény primitiv fiiggvénye létezésének elégséges felté-
tele

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogy milyen elégséges feltételt tudunk adni arra, hogy egy f : RP —
RP folytonos fiiggvénynek létezzen primitiv fliggvénye. Ehhez sziikségiink lesz még néhany gorbékre vonatkozo
fogalomra, valamint a vonalintegral néhény egyszer®i tulajdonsagara.

5.19. Allitas (22.40). Ha g : [a,b] = Q CRP, gy : [b,d] — Q és g1(b) = ga(b) un. csatolt gorbék, akkor legyen
g1Ugs:[a,d] = Q

az un. egyesitett gérbe, melyre
(1Ug2),, =9 é(1Ug), = g2

[a, bd

/glungz/glﬂ R

Bizonyitds. Kénnyen adddik a vonalintegral definiciéjabdl. O

Ekkor barmely f : Q — RP fiigguényre
ha az integrdlok léteznek.

5.20. Allitas. Ha g : [a,b] — Q C R? gorbe, akkor az
G ila,b] =9 G)=gla+b—1)

legyen az ellentétesen irdnyitott gorbe. Ha eqy f : Q — RP fiigguény esetén létezik fg f, akkor létezik f? f is, és

/?f:_/gf'

Bizonyitds. Mivel az f? f (5.3) definicidjaban

> (G (), T (t) = g (ti)), (5.5)
a=tg <t < - <l <t < <tn:b, c; € [ti—17ti}

alaku kozelitoosszegek szerepelnek, ezért elég meggondolni, hogy minden ilyen kozelit6osszeg egyenld egy, az fq f
integralt kozelité Osszeg minusz egyszeresével, és forditva. Mivel <?(t) = g(a + b —t) teljesill, azért a fenti (5.5)
kozelit6osszeg az alabbival egyenls:

ahol s=a+0b—s. fgy
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ahol

a:fn <t~n,1 < Ez <t~i,1 < L:o =b, ¢ € [t},ti,ﬂ.

Tehat az osztépontok atsorszamozasa utdn az fg f egy kozelit6 tsszegének minusz egyszeresét kapjuk. A megforditds
ugyanigy meggondolhato. O

Korabban belattuk a vonalintegralra vonakozé Newton-Leibniz formulét, mely szerint ha g : [a,b] — Q C RP
folytonos és rektifikalhato gorbe, tovabba f : Q2 — RP olyan folytonos fiiggvény, melynek az F' : Q — R primitiv
filggvénye Q-n (vagyis F differencidlhaté és F' = f Q-n), akkor

/ f = F(g(b)) — Flg(a)). (5.6)

Az éllitdsnak megfogalmaztuk két kozvetlen kovetkezményét is. Az egyik, hogy primitiv fiiggvénnyel rendelkezd
folytonos fiiggvény zart gorbén vett vonalintegréalja 0. A masik pedig, hogy ilyen fiiggvény vonalintegrélja ,fiiggetlen
az Utt6l”, vagyis ugyanolyan végpontokkal rendelkez6 gorbéken vett vonalintegraljai megegyeznek.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy ezen &allitasok mindegyike megfordithatd, vagyis barmelyikbol kovetkezik, hogy
f-nek van primitiv fiiggvénye. A tovabbiakban gorbe alatt mindig folytonos és rektifikalhaté gorbét értiink.

5.21. Tétel (22.41). Legyen Q C RP, f:Q — RP folytonos. Ekkor ekvivalensek:

(i) Minden g : [a,b] — Q folytonos, rektifikdlhatd zdrt gorbe (vagyis g(a) = g(b)) esetén

/gf:o.

(i) Minden olyan gy : [a1,b1] = Q és g2 : [ag, ba] = Q folytonos, rektifikdlhatd girbék esetén, melyekre gi(ay) =
= go(az) €s g1(b1) = go(ba) is igaz (vagyis a két gorbe értékkészletének wégpontjai” megegyeznek), teljesiil,

hogy
/glf— K

(1ii) f-nek létezik primitiv figguénye Q-n, vagyis létezik olyan F : Q — R differencidlhatd figgvény, melyre

(Mdsképp : a vonalintegrdl figgetlen az 1ittdl.)

D;F(z) = fj(z), Vi=1,...,p, Ve

Bizonyitds. (i) = (ii).
Legyenek g : [a1,b1] = Q és g2 : [az, ba] = Q olyan gorbék, melyekre g1(a1) = ga2(az) és g1(b1) = g2(bs). Feltehetd,
hogy as = b1 (pl. g2 dtparaméterezésével). Ekkor az Allités szerint a

g : [ag, bg} — Q, E(t) = gg(az + b2 — t)

ellentétesen irdnyitott gorbével a
g1 U% : [al,bg] — Q

zart gorbe lesz, ugyanis

(91U §2)(a1) = g1(a1) és (g1 U §2)(b2) = §2(ba) = ga(a),
és a feltétel szerint g1 (a1) = ga(as). Igy (i), az és az Allités alapjan

O/QIL@f glf+/§_2f/glf K
L1
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X x+56€,

5.5. abra.

Rogzitsiink egy ¢ €  pontot. Legyen

F:Q%R,F(m)::/ 1,
ahol g. , jelolion egy c-t x-szel Gsszekotd sima gorbét. Legyen e; € RP (j =1,2,...,p) az j-edik egységvektor.
Ekkor

D;F(z) = lim

 Flotse) = F(r) 1 [ - 1)-
<50 s s—=0 S8 Ge,atse; Ge,x

1
= lim - I
S—>OS gm,w+sej

Felhaszndlva, hogy a gz ztse; (t) = z+t-¢j, t € [0, s] gorbe folytonosan differencidlhato, g;, . .., (t) = €;, az Té-
tel alapjan kapjuk, hogy

1 S
D;F(xz)=1lim — [ (f(x+te;),e;)dt = lim — / fi(x +tej)d

s—0 8 0 s—0 8

Az egyvaltoz6s Riemann-integral kozépértéktétele alapjin egy h : [a,b] — R folytonos fiiggvényhez létezik olyan
0 € [a,b], melyre

/bh=hw>~<b—a>,

(vagyis a fliggvény alatti teriilet egy b — a és h(f) oldalhosszisagu téglalap teriiletével egyezik meg). Felhasznalva,
hogy a [0,s] 3 ¢t — f;(x + te;) fiiggvény folytonos (mivel f az), létezik olyan ¥ = J(s) € [0, s, melyre

DjF(x)—ll_%S/ fi x—l—te])dt—hm f]( + Je;) - s-hmfj(x—i—ﬁej) fi(x),
mivel s — 0 esetén ¥(s) — 0 és f; folytonos. Tehat
D;F(z) = fj(z), YzeQ.

Mivel j tetsz6leges volt, és f; folytonos, ebbdl az is kovetkezik, hogy D; F folytonos {2-n minden j-re. fgy kovetkezik,
hogy F differencidlhaté Q-n és F' = f.

Ld. az[5.17} Kovetkezményt. O
5.22. Megjegyzés. A fenti bizonyitas (it) = (iii) részében felhasznaltuk, hogy barmely ¢,z € Q esetén létezik c-t
x-szel 6sszekotd, Q-ban futd sima gorbe. Ez csak akkor igaz, ha Q-1dl feltessziik, hogy un. dsszefiiggéd halmaz. Ha €

nem osszefiiggd, akkor az egyes dsszefiiggdségi komponenseire alkalmazva a bizonyitast, az F' primitiv fliggvény az
igy kapott fliggvényekbdl el6allithaté. Ennek meggondolasat itt tovabb nem részletezziik.
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5.5. Folytonosan differencialhato fiiggvény primitiv fiiggvénye 1étezésé-
nek elégséges feltétele

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a zart gorbéken 0 vonalintegréllal rendelkezé folytonos fiiggvényeknek van primitiv
fliggvénye. Ezt a feltételt azonban a gyakorlatban igen nehéz ellendrizni, hiszen minden lehetséges zart gorbén vett
integralt ki kellene szdmolni. Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogy egy elég sima (folytonosan differencidlhaté)
f: RP — RP fiiggvény primitiv fliggvénye létezésére milyen konnyebben ellenérizhetd feltételt tudunk adni. Kidertiil,
hogy a korabban belatott Tétel megforditasa megfelel6 tulajdonsdgu tartomanyon alkalmazhatd. Az allitas
bizonyitdsahoz sziikségiink lesz a paraméteres integral fogalmara.

5.5.1. Paraméteres integral

Legyen h : [a,b] x [¢,d] — R folytonos fiiggvény (ahol most [a, b] és [c, d] valés intervallumok). A
b

H:[e,d - R, H(y) ::/ h(z,y) dz

a

fiiggvényt paraméteres integrdlnak nevezzik (y a ,paraméter”).

5.23. Tétel. Legyen h : [a,b] X [c,d] — R folytonos figgvény. Tegyiik fel, hogy Dah létezik és folytonos [a, b] X [c, d]-n.
Ekkor a H : [¢,d] — R,

b
H(y) == / We,y) de

fiigguény differencidlhats (c,d)-n és minden y € (¢, d) esetén

b
H'(y):/ Doh(x,y)dx.

Bizonyitds. Legyen y € (¢, d) tetsz6leges. Ekkor Vs € (¢, d), s # y esetén

H(S) _H(y) o ngh(CC,y)d.’E _
S~y a
b

:siy </a h(m,s)dx/abh(x,y)dx> /abDQh(x,y)dx—

b b
= [t = bt o [ Da(e) o=
b b
= Siy/a Dzh(fcan)(s—y)dx—/a Doh(z,y) do =

/ (Dah(z,n) — Doh(z, ) dz,

ahol az utolsé el6tti sorban alkalmaztuk a Lagrange-kozépértéktételt h-ra a 2. véltozéban, n € (s,y) vagy n € (y, s)
(és n tulajdonképpen fiigg z-t6l, de ennek a tovdbbiakban nem lesz szerepe). Mivel Dah folytonos [a,b] X [¢, d]-n,
ezért Ve > 0 3§ > 0, hogy Y(z, s), (z,y) € [a,b] X [¢,d], amelyre

(z,8) = (z,9)] = [s —yl <4,

teljesiil, hogy |Dah(z, s) — Doh(z,y)| < e.
Legyen s € (¢, d), s # y olyan, hogy |s — y| < d. Mivel ) az y és s kozott van, igy |n — y| < 0 is fenndll, amibél

|D2h(95777) - DQh(xuy” <e
is kovetkezik. Ekkor a fenti egyenl6ség alapjan

b
‘H@—Hw)_ / Dah(z,g) da

b b
p— S/ |D2h(m,n)—D2h(x,y)|dx</ edr =¢e(b—a).

43



5.5. FOLYTONOSAN DIFFERENCIALHATO FUGGVENY PRIMITIV FUGGVENYE  OTODIK FEJEZET

H(s)—H(y)
s—y

Ez éppen azt jelenti, hogy Jlim,_,, és

_ b
H'(y) = lim H(s)_;{(y) :/a Doh(z,y) de.

S—Y S

Ezt a tételt a ,paraméteres integral derivalasa” néven szoktak emlegetni, és formalisan azt mondja, hogy

b b
;ahmwmll%mwm

azaz kell6en sima fiiggvény esetén az integral paraméter szerinti derivaldsat az integral alatt is el lehet végezni.

5.5.2. Folytonosan differencialhaté fiiggvény csillagtartomanyon
Most a kordbban beldtott az [5.18] Tétel tétel megforditdsat fogjuk igazolni. Meggondoltuk, hogy ha Q C RP,
f:Q — RP differencidlhato, és f-nek létezik F : Q) — R primitiv fiiggvénye, akkor

D;fj(x) = Djfi(xz), Vi,j=1,...,p, Vo € Q. (5.7)

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy ha  un. csillagtartomdny és f folytonosan differencidlhaté Q-n, akkor a fenti
(5.7) feltételbdl kovetkezik, hogy f-nek van primitiv figgvénye.

5.24. Definicié. Legyen () C RP. Az ) tartomany csillagtartomdny, ha létezik olyan ¢ € ) pont, hogy minden
z € () esetén
[c,z] . ={c+tlx—c)eRP :t € [0,1]} CQ

(a ¢ pontbdl az 2 minden pontjihoz el lehet ,latni” Q-ban...).

5.25. Tétel. Legyen Q C RP csillagtartomdny. Legyen f : Q — RP folytonosan differencidlhato, vagyis f differen-
cidlhato és minden i,j = 1,2,...,p esetén D, f; folytonos Q-n. Ekkor ekvivalensek:

(i) Minden x € §) esetén
Difi(x) = D;fi(z), Yi,j=1,...,p,

azaz f'(x) € RP*P szimmetrikus mdtriz.
(i) f-nek létezik primitiv figguénye Q-n, vagyis létezik olyan F : Q — R differencidlhatd fiigguény, melyre
D;F(z) = fj(z), Vi=1,...,p,Vr e

Bizonyitds. (i) = (i4)
Legyen x € ), = # c tetszbleges. Legyen a ¢ pontot x-szel 6sszekoto gorbe az a

Gex(t)i=c+t(x—c)€Q, t €[0,1].

Az g, gbrbén vett vonalintegral legyen a F' fiiggvény z-beli értéke, azaz definidlja az F' : 2 — R fiiggvényt

F(z):= f, zeq.

e,z

Ekkor az[5.12] Tétel alapjan
1
F() = [ (flettla = c))a = dt
0

mivel g ,(t) =  — c. Megmutatjuk, hogy F' primitiv fliggvénye az f-nek. Legyen j € {1,2,...,p} tetszGleges index.
Ekkor minden x € Q2 esetén

1 1 P
DjF(x):Dj/O (f(c—!—t(x—c)),a:—c}dt:Dj/o (Zfi(c+t(sc—c))(xi—ci)> dt.
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Most alkalmazzuk a paraméteres integral derivalasarol szl m Tételt. A ,paraméter” ezuttal x;, az j. valtozd
lesz. Igy folytatva a szdmolast:

D;F(z) = /0 <Z{Djfi(c—|— t(x—c) -t} (zi—¢) + filc+tlx—c))- 1) dt,

hiszen ha i # j, akkor D;(z; — ¢;) = 0. Most haszndljuk ki, hogy D, f; = D, f;. Igy kapjuk, hogy

D,F(z) = /0 (Z{Difj(c +tlx—c)) -t} (z; — i)+ file+t(z— c))) dt. (5.8)

Tekintsiik a
®:R—R, &) := fij(c+tlx—c))-t

figgvényt! A feltevések miatt @ differencidlhaté (mivel f; az), és a Kompozicidfiiggvény derivaldsi szabélya,
valamint az egyvéltozos szorzatfiiggvény derivaldsi szabalya alapjan

'(t) = (filc+t—c)), (=) t+ fj(c+t(z —c))
= ZDifj(C+ tx—c)) -t (v — )+ filc+t(x —c)).

Vegyiik észre, hogy az (5.8]) integrdl alatt éppen ®'(t) all. Ezért:

D;F(x) = /O O'(t)dt = [®(t)]g = B(1) — ®(0) = fi(c+ o —c) = 0= f;().

Tehét D;F(x) = fj(x). Mivel f; folytonos Q-n, ezért D;F folytonos minden j-re, amibdl mér kovetkezik, hogy F
differencidlhaté. fgy valéban F az f primitiv fliggvénye.

(1) = (i)
Az allitds a mar bizonyitott Tétel. O

5.6. A Newton-Leibniz tétel tovabbi altalanositasai

Lattuk, hogy az [5.14] Tétel a Riemann-integral elméletébol ismeretes Newton-Leibniz tétel altalanositdsa vona-
lintegralra. Ebben a fejezetben olyan, a differencidlgeometriaban és a fizikaban fontos szerepet jatszé Osszefiig-
géseket ismertetiink (bizonyitds nélkiil), melyek szintén felfoghaték mint a Newton-Leibniz tétel dltaldnositdsai.
Az Green-tétel tulajdonképpen a Newton-Leibniz tétel kétvaltozods, az Tétel pedig a haromvaltozds
varidnsa. Ez utébbinak fontos kovetkezménye az [5.35] Gauss-Osztrogradszkij és az [5.36] Stokes-tétel.

5.6.1. Green tétele

A tétel kimonddsahoz sziikségiink lesz egy gorbén értelmezett valés értékil fliggvény tigynevezett ivhossz szerinti
vonalintegraljanak fogalméra.

5.26. Definicié (22.52). Legyen g : [a,b] — R? gorbe, f : R(g) — R(!). Azt mondjuk, hogy az f ivhossz szerinti
vonalintegrdlja a g gorbe mentén [ fds € R, ha minden & > 0 szdmhoz létezik az [a,b] intervallumnak olyan
a=ty <ty <---<t,=Dbfelosztasa és ehhez t; 1 < ¢; <t;,i=1,...,n szamok, melyekre

/ Fds =3 Flg(e)) - lgtt:) — g0l < =

A kovetkezo allitds az [5.8] Tétel megfeleléje ivhossz szerinti vonalintegrélra.
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5.27. Allitas (22.53). Legyen g : [a,b] — R? gorbe differencidlhaté és minden j =1,...,p esetén g5 € Rla,b] (pl.,
g folytonosan differencidlhatd), tovibbd f : R(g) — R folytonos. Ekkor

b
/ fds = / Fat)) - 1g'(1)| dt. (5.9)

A Green-tétel arrdl szél, hogy ha f : R? — R valds értéki, folytonosan differencidlhaté fiiggvény, akkor f’-nek egy
g : la,b] — R? sima gorbe 4ltal hatdrolt tartomanyon vett teriileti integrélja el6all mint az f - n leképezésnek a
tartomany hatédran vett (ivhossz szerinti) vonalintegralja. Itt n a tartomény hatdrdnak kifelé mutaté normélisa,
vagyis ha g sima gorbe, akkor

1
RG]

5.28. Tétel (Green, 22.47, 22.54). Legyen g : [a,b] — R? pozitiv irdnyitisi egyszertd (azaz, |a,b)-n injektiv) zdrt
sikgdrbe, mely véges sok folytonosan differencidlhats iwbdl dll. Jelélje a g dltal hatdrolt (korldtos) tartomdnyt A C RZ?,
és legyen A C G nyilt. Ha f: G — R folytonosan differencidlhatd, akkor

/gfnds:/Afa

ahol n(t) = ‘g,%t)‘ (g5(t), =g, (1)) a gérbe t pontbeli in. kiilsd normalisa. Igy a fenti formula az . Allitds alapjdn

n:[a,b] — R?,  n(t)

(95(t), =1 (1)) -

b b
/a F(g(t)) - gb(t) di = /A Dy, / Fa(t)) - g (8) dt = — /A Duf.

A Green-tétel joggal tekintheté az egyvéltozds Newton-Leibniz-tétel kétvaltozds altalanositasénak. Ugyanis, az
utébbi arrdl szdl, hogy egy f’ fiiggvény [a, b] intervallumon vett Riemann-integralja egyenld f(b) — f(a)-val. Nyilvin
nevezhetjiik az 1 vektort (szdmot) az [a, b] intervallum b pontjdban vett kiils§ normalisdnak, a —1 vektort pedig az
a pontban vett kiilsé normadlisénak, és {gy f(b) — f(a) = f(b) - n(d) + f(a) - n(a).

5.6.2. Feliilet, felszin
A feliiletet tekinthetjiik a gorbe kétvaltozos altalanositdsanak.

5.29. Definicié. Legyen A C R? mérhets. A g : A — RP leképezés RP-beli (paraméterezett) feliilet. A feliilet
folytonos/(folytonosan) differencidlhatd, ha g az.
Specidlis feliilet: g : A — R3, g(z,y) = (z,y, f(x,y)), ahol f: A — R fiiggvény. Ekkor R(g) = graph (f).

5.30. Példa. Gombfeliilet paraméterezése: g : [0,27] x [0, 7] — R3, g(«, 8) = (R-sin B cos a, R-sin Bsin a, R-cos 3).

5.6. abra. Felszin kozelitése

A feliilet felszinét — a technikai nehézségek elkeriilése végett — egy feliileti integrallal definidljuk. A képlet hasonlit
a folytonosan differencidlhat6 gorbe ivhosszara vonatkozé (5.2) formulara.
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5.31. Definicié (22.56). Legyen A C R? mérhetd és g : A — RP folytonosan differencialhaté feliilet. Azt mondjuk,
hogy a g felszine létezik és értéke
/ |D1g % Dagl,
A

ha a |D1g x Dag| integralhaté A-n, ahol

ja x b = |a| - [b] - siny = /]af? - [ — (a,b)%, a,bE€R”
az a és b vektorok &ltal kifeszitett paralelogramma teriilete (v a kiozbezart szogiik.)

5.32. Allitas (22.59). Legyen A C R? mérhetd, zért halmaz és f : A — R folytonosan differencidlhaté. Ekkor f
grafikonjanak felszine

FT@mph(f))=L/;x/14-(D1fP-+(lbf)?

Bizonyitds. Legyeng: A — R3, g(x,y) = (z,y, f(z,y)) a graph (f)-et paraméterezd feliilet. Ekkor Dy g = (1,0, D1 f),
Dsg = (0,1, D2 f). Igy

[D1g x Dag| = /(1 + (D1f)?)(L + (D2f)?) — (D1/)2(D2f)? = /1 + (D1 )2 + (D2f)2,

amibdl az 4llitas a fenti definici alapjan adodik. O

5.6.3. Integraltételek harom dimenziéban

Egy feliileten (egész pontosan, annak értékkészletén) értelmezett valds fiiggvény felszini integréljdt a feliilet felszi-
néhez hasonléan nem kozelitéosszegekkel, hanem egy teriileti integrallal definialjuk. A formula az ivhossz szerinti
integrélra vonatkozé ([5.9)) formula analégja.

5.33. Definicié (22.60). Legyen A C R? mérhetd, g : A — RP folytonosan differencialhaté feliilet és f : R(g) — R.
Az f felszini integrdlja
[ £dr= [ (£o9)-IDigx Dagl.
A A
ha a jobb oldali integral 1étezik.

A kovetkez6 tétel — hasonlé meggondolassal, mint ahogy az Green-tételnél 1lattuk — a Newton-Leibniz formula
hiromdimenziés varidnsanak tekintheto.

5.34. Tétel (22.61). Tegyiik fel, hogy a korldtos K C R3 halmaz OK hatdra véges sok, folytonosan differencidlhatd
feliiletbél dall. Ha az f : K — R folytonosan differencialhatd, akkor

MMM:Aﬂ

ahol n(z) € R az x € OK pontban a OK érintdsikjdra merdleges, K-bol kifelé mutato egységuektor: a K 1in. kiilsé
normdlisa. Igy a fenti formula n = (nq1,ne,ns) jeliléssel

BKfmdF:/Kle, aKandF:/KDQf, /{9Kfn3dF:/KD3f.

Az alabbi két tétel alapvetd fontossagu a fizikdban, ezen beliil is az elektrodinamikaban és a folyadékaramldsok
elméletében. Mindkettd a fenti tétel egyszerti kvetkezményeként bizonyithato.

5.35. Tétel (Gauss-Osztrogradszkij, 22.65). Tegyiik fel, hogy a korldtos K C R3 halmaz OK hatdra véges sok,
folytonosan differencidlhaté feliiletbdl dll. Ha az f = (f1, fo, f3) : K — R? folytonosan differencidlhatd, akkor

LK<f,n>dF _ /Kdivf,

divf = D1 f1 + Dafs + D3 fs.

ahol

47



5.6. A NEWTON-LEIBNIZ TETEL TOVABBI ALTALANOSITASAI OTODIK FEJEZET

5.36. Tétel (Stokes, 22.65). Tegyiik fel, hogy a korldtos K C R3 halmaz OK hatdra véges sok, folytonosan diffe-
rencidlhatd feliiletbdl dll. Ha az f = (f1, f2, f3) : K — R® folytonosan differencidlhatd, akkor

/8K(f><n)dF f/Krotf,

rotf = (Dafs — D3 fa, Dafi — D1 f3, D1 fa — Daf1)

ahol

axb= (a2b3 — agby,braz — a1bs, a1by — agbl), a,b e R3.
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